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Physics. — Graphical treatment of the thermodynamics of the rectifying 
column. By W. H. KeEEsom. (Supplement No. 69a to the Com- 
munications from the Physical Laboratory at Leiden.) 


(Communicated at the meeting of November 29, 1930). 


§ 1. Introduction. In considering the processes which occur in a rec- 
tifying column, one can ask for: 

a. the compositions and the quantities of the products, the compositi- 
ons of the different mixtures upon and between the plates of the column, 
and the quantities, which per unit of time flow in upward or downward 
direction, 

b. the energy consumed by the separation process in the column. 

The questions sub a have been solved for binary mixtures, under 
definite simplifying suppositions, in exact graphical ways by PONCHON ’) 
(compositions) and SAVARIT ”) (also quantities). As to the question sub b 
DODGE and HousuM ?) made calculations, particularly for the separation of 

mixtures of nitrogen and oxygen. We will 
ic me show in this communication that a graphical 


pee solution can be given for binary mixtures 
under definite simplifying suppositions, for 
‘ this whole complex of questions. 


eer § 2. Notations. Fig. 1 represents diagram- 
matically a rectifying column. Con is the 


ae condenser, St the still, Col the proper 
raat 


column. Re is a refrigerating pipe, He a 
i% itm heating pipe. The plates are numbered 
[2a W108 Penisethe smore volatile, 
P, the less volatile product *), M is the 
mixture to be separated. 
5 The different phases, which occur in the 
BLE apparatus are indicated as follows: L, is 
the liquid that flows back from the condenser to the column (reflux). 
V, is the vapour that is developed on plate 1 and flows to the 
condenser; L, is the liquid that flows down from plate 1. V2 is the 


1) M. PONCHON. La Technique Moderne. 13, 20 and Spy, wil 

2) P. SAVARIT. Arts et Métiers, mars-octobre RP, soyeys Tes}, EO, VAs, Peal, Helo, SIE 

3) BARNETT F. DODGE and CHENOWETH Housum. Trans. Amer. Inst. of Chem. Eng. 
ike), ily, Mh 

4) In the drawing we supposed, that the less volatile product is taken off as liquid; 
some simple modifications are needed for the case that it is taken off as vapour. 


5) In the diagram read Lc for GPs ; 
58* 
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vapour that rises from plate 2 and is lead into the liquid on plate 1, 
etc. (cf. the diagrammatical detail drawings of the plates 1, m, nin Fig. 1). 

Q. is the heat which per mol P. is withdrawn from the condenser 
by the refrigerating pipe, Q, the heat, which per mol P, is supplied to 


the still. 


§ 3. Simplifying suppositions. 

a. We only consider binary mixtures. 

b. Heat transfer will occur only at the pipes Re and He. Otherwise 
the apparatus is thermally completely isolated from the surroundings. 
There is no heat exchange between different parts of the apparatus or 
between the substances contained. 

c. A vapour which develops from a liquid, is in thermodynamical 
equilibrium with it. No exchange occurs between a liquid flowing down 
and a rising vapour. The phases P. and L, formed in the condenser are 
in thermodynamical equilibrium (as are P, and V, in the still). 

d. Pressure differences in the apparatus are neglected. 

e. The apparatus is in a stationary condition. Everywhere the phases 
are homogeneous, and uniform in temperature. 


§ 4. The W,S, x-surface. We will represent the different phases of the 
binary mixture by points on the W,S, x-surface designed for a definite 
pressure p: W = enthalpy (=U -+ pv), S = entropy, x— composition 
(expressed in terms of the more volatile component andin molal parts ') ). 
Fig. 2 shows diagrammatically in 3 projections such a W,S, x-surface. 


Fignez: 


In designing it we more particularly had in mind mixtures of nitrogen 
and oxygen. 


) } Nearly all of the followin T i V i i pos tio 
g text emains alid if the com iti i i 
. 1 n 1s expressed in 
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The W,S, x-surface belongs to a class of surfaces KORTEWEG ') has 
named GIBBS tangential surfaces So coexisting phases are represented 
by the two points of contact (connodes) of a doubly tangent plane. 

aec is the liquid branch, bfd the vapour branch of the connodal curve; 
ef is a node-line or isophase ?), ab and cd are the isophases for both the 
components, bg, fh and di are curves for which x— const. 

We refer to a later communication for the construction of the W,S, 
x-surface on the basis of experimental data. 


§ 5. The difference of two phases. The sum (the complex) P + Q of 
two phases P and Q (quantities n’ and n”) is represented in a thermo- 


dynamical diagram (Fig. 3) by a point S of the straight line PQ, so that 
SOeoP sen’ sin. 


Oo ld $ Q 
isicp Bs 
By the expression: difference of two phases: P—Q we will understand 
fF what we must add to Q in order to get 
1, P. It is not essential that P—Q can be 


ji, realised as a homogeneous phase, it will 
be sufficient to think of the whole of 
thermodynamical properties (W, S, x e.g.) 
which this phase should possess. 

The difference P—Q can be represented 
(Fig. 3) by a point D situated on the 
prologation of PQ, in such a way that 
DO@DPaen ynz 


§ 6. The compositions, and the quantities 
flowing through a cross section, in the 
rectifying column. For answering the 
questions meant sub a in § 1 the W, x- 
projection (Fig. 4) will suffice. 

The process which occurs on one of 
the plates, e.g. on plate1 (see Fig. 1), is 
determined (on account of § 3e) by the 
conditions that the total quantity, the 
quantity of one of the components, and 
the total enthalpy (cf. § 3b) of the liquid 

7+ on the plate remain constant *), These 
Fig. 4. conditions are expressed in the W, x- 


wh | 
N 


1) Cf. H. KAMERLINGH ONNES and W. H. KEESOM. Die Zustandsgleichung, Comm. 
Leiden Suppl. No. 23 § 10. 


2) Comm. Leiden Suppl. No. 23 § 8c. 
3) E, SoREL. La Rectification de |'Alcool. Paris, no date indicated, probably 1895. 
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diagram by the “phase equation” : 
Lee Ve V, + Ey ’ 


Or 


Vo LL, = Vp Le esayul$ aa 


In the same way: 

V,— [4 V7 = Lies Bete: 
Hence the straight lines L. Vi, Li Vo, L2V3, ete., all intersect in the 

point F. 

For the condenser we can write: 

V, — heatQ. =P. +L: , 

V,—L. —heatQ. =P... 

F—heatQ.=P.. 


Hence follows that (Fig. 4) P. and F have the same x, and P. F= Q.. 

So, if P. and Q. are given, we can construct successively F, L. (con- 
node to P.), Vj, (intersection of FL. with the vapour branch of the 
connodal curve), L,; (connode to Vj), etc. 

Also the ratios of the quantities flowing through a cross section can 
be read from the diagram; FL,: FV, gives the ratio of the quantities 
of vapour and liquid, which are flowing between the plates 1 and 2. 
The reflux ratio (ratio of the liquid flowing back, L., to the product P.) 
is given by FV,: FL.. 

The equilibrium on the feed plate m is determined by the relation 
(see Fig. 1): 

NA Ee i Vo tp ee eV os 


M — (Van — Lm—1) = Ln — Vaei ’ 


or 


or 


Vi es en a 


Let M—F = Z (Fig. 4)'), then V,,41 is determined by 
Lies = m+1— Z: 


The point Z plays the same rdle for the part of the column below 
the feed plate as F does for the upper part. Fig. 4 (in which the full 
straight lines P.L., V,L,, etc. represent node-lines) needs no further 
explanation. 

P, represents the product to be drawn off below. P, must have the 
same x as Z (this “closing up” of the diagram gives a condition for 
the possibility of a stationary state), and ZP,—Q,. 


The diagram now enables to deduce different peculiarities,, as e.g. 
limiting cases. 


1 ; i 

) In Fig. 4 we supposed that the feed M consists of saturated vapour (under the 
pressure which exists in the column). The construction remains the same if M consists 
of saturated liquid or of a complex of vapour and liquid. 
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§ 7. Energy consumption of the rectifying column. 

a. In order to determine the energy consumption of the rectifying 
column apart from energy losses outside the column we will suppose : 

a, that the heat quantities Q. and Q, are transferred in a reversible 
way between the apparatus and the surroundings which are at a tempe- 
rature Ty; 

p. that the feed M is brought in a reversible way from Ty to the 
temperature T,, (the temperature with which it enters into the column, 
in the case of Fig 4 the dew-point of the mixture), the products P. and 
P, in a reversible way from T. and T, to To. 


b. We consider the rectifying column during so long a time, that 1 
mol of the mixture M has entered, and hence, (on account of § 3e) 1 
mol of the products P. and P, together has flown off. 

The temperature change of M, brought about in a reversible way, 
consumes the work: 


T>—>Tm 


if dQ is the heat supplied to the mixture. Similar integrals are valid 
for the work needed for the temperature changes of the products P, and P,. 


) is needed, for 


For withdrawing the heat Q. the work Q, (1 = 2 


supplying Q,:— Q, (1 _ z) 


We sum all these contributions in: 


Ty. “dQ 
fee(i-B)=e-7 = 


The total work to be performed is: 


AN a pelaciy heat eee aul 257) 


if A’ is the work which is still needed for pumping through the mixture. 
Now A’+ Q=A U(U= internal energy). 
We further put: 


AS=[FtA Se ee ee Be) 


A\ Sie then represents the entropy increase in consequence of the 
irreversible processes, which occur in the column. 
It then follows that: 
a as) Sarl ad Sige ene owe” (3) 


Ae ae, it be free-energy, may, be. called 
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the “reversible work of separation”; it is the work needed to separate 
at T> the mixture M into the products P. and P, in a reversible way. 
Anlst additional amount of work needed in conse- 
quence of the irreversible processes occurring in the column. We call this 
additional amount the “irreversible work of separation”. 
c. The reversible work of separation is given by GIBBS’s paradoxon. 


eerie 


igus 
We suppose that 1 Mol M is separated into m mol P. and 1 — m 
mol P,,. 


If the mixture as much as the products may be considered at Ty to 
be in the AVOGADRO state, we have 


Ae RIs lg (ca) = (mg (xe) =[> (1—m) g (xs) } ] 


g(x) =— {xInx+(1—xIn(1—x)} 

As in this case AU =0, it then can be taken from Fig. 5 as Ty) X Mo Po. 

If it is not allowed to put AU=0, AU gives an additional amount, 
which can be read from the diagram if the isenergals (curves U = const.) 
have been drawn. '). 

d. Irreversible entropy increase. 

a. in passing a plate, 
1 mol F (= V, — L,) may pass plate 1. As (§ 3b) no supply or with- 
drawal of heat takes place here, we have according to (2): 

NG ey aS 

A. S can be read from the W, S-projection. Fig. 6 needs little ex- 

planation. We only remark, that V7; — L. = F;, V, — L, = Fy, etc. 


if 


!) If for the mixtures considered at Ty AMAGAT'S rule: AV =O, is valid, AU-—= AW. 
It can be found then from a simple construction in the W, x-projection. 
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In this projection, on account of the irreversible processes occurring at 
the plates, the points F do not coincide, in contradistinction to what 


Fig. 6. 


happened in the W, x-projection. A Sj, is given for a mol F by the 
length of F, F, in Fig. 6, 


f. in the condenser 


:, Q. 
A Sin =AS + , 
= Sp.— Sr, + Sc— Sp. (Fig. 5), 


= Sc— Sr,. 


Hence A S;,. is given, for 1 mol F, by the length of F, C. The po- 
sition of C is clear from the figure. 

For the still a similar relation prevails. 

e. Irreversible entropy increase for the whole column. 

Fig. 7 gives the construction for the irreversible entropy increase per 
1 mo! M. 

Some explanation is only needed for what happens on the feed plate. 
Here we have, while applying an easily understood notation : 


Vie aaa ee eV ee eS 
Ves pe Vie — Thessing = Zon + A Ser 
From (4) follows in Fig. 7: MZ, : MF, =m; (1 — m). 
From (4) follows also: 
ey p= mSp + (1 = m) Ze 


— 
On 
Set he, 


Sr increases in passing the plates m — 1.... 1 and in the con- 
denser from Spm to Sc.Sz increases in passing the plates m (cf (5)), 
m-+1...n, and the still from Sz, to Ss. Hence the total increase is: 


UNS ie —m (S. a Sr) Sp (1 ae m) (Ss io Sz_) ’ 
=mF,C+(1—m)Z,S, 
= MP (see Fig. 7). 
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The irreversible work of separation is found by multiplying MP by To. 
We get both contributions to the work of separation in the same 


D 
vd i we 
/ ‘ 
Jeeese cause ee a / ARC. TG. Te 
Pp, is 
~ [Pa 
By a 
yay 


fh 58 
\ P y a To. Ts 
7 a 
pee ied pe pC oh 


diagram if we unite the Figs. 5 and 7. MP can then be projected in 
the S, x-projection, or even its construction can be made in that projection. 
Further communications concerning experimental diagrams and the 


treatment of different questions regarding mixtures of nitrogen and oxygen 
will be made elsewhere. 


Zoology. Verslag aan Z. Excellentie den Minister van Onderwijs, 
Kunsten en Wetenschappen aangaande mijn onderzoekingen, 
gedaan gedurende de maanden Juli—Augustus 1930 in het 


Zo6logisch Station te Napels. 
(Communicated at the meeting of November 29, 1930). 


In mijn vorige onderzoekingen van de functie der kleine hersenen bij de 
Plagiostomen heb ik kunnen aantoonen, dat de exstirpatie van een 
auriculus cerebelli zoowel bij haaien, als ook bij roggen door bepaalde ver- 
anderingen in de tonische innervatie der homolaterale spieren gevolgd 
werd. Bij de roggen: Myliobates aquila en Trygon pastinaca kon ik na de 
exstirpatie der eene helft van het corpus cerebelli eveneens afwijkingen in 
de tonische innervatie der spieren vaststellen, welke veel overeenkomst met 
de verschijnselen na aurikelexstirpaties vertoonden. Het is mij echter in de 
vorige proeven niet gelukt bij de haaien: Scyllium canicula na halfzijdige 
exstirpaties van het corpus cerebelli min of meer duidelijke veranderingen 
in de houding of in de gedragingen vast te stellen. Om deze reden heb ik 
gedurende mijn verblijf aan het Zodlogisch Station te Napels een reeks 
van proeven met haaien verricht, waarbij ik verschillende exstirpaties van 
het corpus cerebelli maakte. 

Deze proeven zijn hoofdzakelijk met Scyllium canicula verricht, maar ik 
maakte ook gebruik van Scyllium catulus en Mustelus vulgaris, voor- 
zoover ik ze kon verkrijgen. Het corpus cerebelli is bij deze haaien ver- 
schillend ontwikkeld. Terwijl de Scyllidae een nog primitief gebouwd 
corpus cerebelli hebben, waarop men slechts een sagittaal verloopende in- 
zinking aan de oppervlakte kan onderscheiden, is het corpus cerebelli van 
de Mustelus vulgaris veel meer ontwikkeld en sterk dwarsgeplooid. 

Mijn onderzoek ben ik met proeven begonnen op Mustelus vulgaris, 
waarin ik verschillend diepe exstirpaties der eene helft van het corpus 
cerebelli heb gemaakt. Deze proeven hebben aangetoond, dat ook bij deze 
haaien zich slechts dan min of meer duidelijke verschijnselen vertoonen, 
wanneer de exstirpatie zich ook op den cerebellairen steel (crus cerebelli) 
uitbreidt. Ook bij de Mustelus kon ik vaststellen, dat er een bepaalde 
verhouding bestaat tusschen de grootte van de laesie der kleine hersenen 
en de sterkte der postoperatieve verschijnselen. Wanneer bij de exstirpatie 
der eene helft van het corpus cerebelli de laesie zich ook op het onderste 
gedeelte van den cerebellairen steel uitbreidt, dan vertoont zich altijd een 
min of meer duidelijke buiging van het voorste gedeelte van het lichaam 
naar de geopereerde zijde. Ook in de houding der borstvinnen kan men in 
den rusttoestand der visschen bepaalde veranderingen vaststellen; de vin 
van de geopereerde zijde wordt meer uitgespreid en aan het lichaam 


910 


geadduceerd gehouden. De zwembewegingen zijn goed gecodrdineerd, 
maar zoolang de buiging van het lichaam bestaat, vertoonen zich steeds 
manégebewegingen naar de geopereerde zijde. 

Wanneer bij de exstirpatie van de eene helft van het corpus cerebelli 
de laesie slechts tot het bovenste gedeelte van den cerebellairen steel beperkt 
blijft, dan kunnen in den rusttoestand geenerlei afwijkingen van de norm 
bij de geopereerde visschen vastgesteld worden. Slechts bij het zwemmen 
dezer visschen kan men manégebewegingen naar de geopereerde zijde 
waarnemen, welke echter in vele gevallen slechts aangeduid verschijnen. 
Hoewel na de laesie van het bovenste gedeelte van den cerebellairen steel 
zich geen zichtbare veranderingen in de tonische innervatie der spieren 
vertoonen, zoo wijzen niettemin de manégebewegingen daarop, dat in de 
innervatie van de rompspieren bepaalde veranderingen zijn ontstaan, waar- 
door het gelijkmatige, normale funktioneeren der beide lichaamshelften 
gestoord is. 

Deze proeven met de Mustelus vulgaris komen met de resultaten der 
proeven met de Myliobates aquila en de Trygon pastinaca goed overeen. 
In beide gevallen treden stoornissen in de tonische innervatie van bepaalde 
spiergroepen op. Bij de roggen, die voor het zwemmen voornamelijk de 
borstvinnen gebruiken, treden de verschijnselen der thypertonie juist in de 
spieren der borstvinnen het meest op, terwijl bij de haaien, welke zich door 
middel van contracties der rompspieren voortbewegen, na de laesie van den 
cerebellairen steel de hypertonie juist in de rompspieren het sterkst is. Er 
moet dus een bepaald verband bestaan tusschen het corpus cerebelli, resp. 
de cerebellaire steel, en de motorische centra, die de locomotie beheerschen. 

Bij de haaien: Scyllium canicula en Scyllium catulus heb ik eveneens ver- 
schillende exstirpaties van de eene helft van het corpus cerebelli verricht. 
In deze proeven kon ik vaststellen, dat de exstirpatie van de eene helft van 
het corpus cerebelli tegelijk met het bovenste gedeelte van den cerebellairen 
steel geen zichtbare veranderingen in de houding noch in de locomotie der 
visschen veroorzaakt. Daarin komen de resultaten van mijne proeven met 
de oudere onderzoekingen van STEINER, LOEB, BETHE en anderen goed 
overeen, 

Breidt zich echter de laesie ook op het onderste gedeelte van de crus 
cerebelli uit, dan kan men duidelijke verschijnselen der hypertonie ook bij 
de Scyllidae waarnemen. In deze gevallen vertoont zich naast de manége- 
bewegingen ook een min of meer duidelijke buiging van het voorste gedeelte 
van het lichaam naar de geopereerde zijde. Bij de laesie van het onderste 
gedeelte van de crus cerebelli verkrijgt men dus bij de Scyllidae dezelfde 
verschijnselen, als na de exstirpaties van de aurikel (zie mijn vorige 
proeven). 

Om na te gaan of bij het totstandkomen der bovengenoemde hyper- 
tonische verschijnselen het corpus cerebelli een bepaalde rol speelt, of wel 
de laesie van den cerebellairen steel alleen voldoende is om de verschijnselen 
der hypertonie teweeg te brengen, heb ik in een reeks van proeven op 
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Scyllium catulus geisoleerde laesies van den cerebellairen steel verricht. Deze 
proeven hebben aangetoond, dat een laesie van den cerebellairen steel, wan- 
neer zij in het onderste gedeelte van dit orgaan, dus direkt boven de 
medulla oblongata gelocaliseerd is, precies dezelfde verschijnselen teweeg 
brengt, als de exstirpaties, die zich zoowel op den steel, als ook op het 
corpus cerebelli uitbreiden. Uit deze proeven kan men dus tot de gevolg- 
trekking komen, dat bij het totstandkomen der hypertonieén bij de haaien 
slechts de laesie van den cerebellairen steel van beteekeins is. 

De chemische prikkeling der kleine hersenen met curare heeft PAGANO 
voor het eerst bij honden toegepast. Na PAGANO werd deze methode ins- 
gelijks met goed gevolg door GALANTE, AMANTEA, STERN en ROTHLIN voor 
de prikkeling der kleine hersenen bij honden, katten en duiven gebruikt. Ik 
heb curare eveneens voor de prikkeling van het corpus cerebelli bij de 
haaien gebruikt en daarbij de volgende resultaten verkregen. 

Plaatst men iets curare, die met Oostindische inkt gekleurd is, op de 
oppervlakte van het corpus cerebelli, dan vertoonen zich geenerlei veran- 
deringen in de houding, noch in de voortbeweging der haaien. Ook het 
inspuiten van kleine hoeveelheden van curare in de verschillende deelen 
van het corpus cerebelli bij de Mustelus blijft zonder uitwerking. Van uit 
het corpus cerebelli kan men dus bij de haaien ook met de chemische prik- 
keling geen zichtbare veranderingen in de tonische innervatie der spieren 
verkrijgen. 

Daar een geisoleerde prikkeling van den cerebellairen steel van uit de 
zijvlakte moeilijk uitvoerbaar bleek te zijn en de zoo verkregen resultaten 
tengevolge van een onvoorziene medeprikkeling der naast liggende deelen 
van het centrale zenuwstelsel onbetrouwbaar waren, heb ik bij verscheidene 
haaien eerst de helft van het corpus cerebelli geéxstirpeerd en daarna op de 
wond, juist boven den steel het curare geappliceerd. Bij zulk een applicatie 
van curare treedt vroeger of later een werking op, welke, net als na de 
exstirpaties, in een hypertonie der spieren van de homolaterale zijde bestaat. 
Direkt na de applicatie van het vergift treden manégebewegingen naar de 
geprikkelde zijde op, iets later kan men ook een buiging van het voorste 
gedeelte van het lichaam eveneens naar de geprikkelde zijde vaststellen. 
Werd het curare dichter bij het onderste gedeelte van den cerebellairen steel 
geappliceerd, dan trad de buiging van het lichaam veel sneller op. Door 
controleproeven kon ik me overtuigen, dat de prikkeling met curare van 
de medulla oblongata, resp. van de oppervlakte van de 4de ventrikel, als- 
ook van de lobi optici geheel andere verschijnselen bij de haaien teweeg 
brengt. 

Behalve van curare, heb ik nog de werking van cocaine op de kleine 
hersenen der haaien onderzocht. BREMER heeft in zijn proeven met duiven 
kunnen vaststellen, dat na cocaine-applicaties de kleine hersenen voor elek- 
trische prikkels ongevoelig worden. Wanneer men cocaine op de opper- 
vlakte van het corpus cerebelli appliceert, dan verkrijgt men evenmin als in 
curare-proeven geen uitwerking. Slechts bij de werking van cocaine op den 
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steel van de kleine hersenen worden min of meer duidelijke veranderingen 
in de tonische innervatie der spieren waargenomen, welke een tegengesteld 
karakter hebben, als de verschijnselen na curare-applicatie. 

Na de cocaine-applicatie vertoonen de haaien een buiging van het 
voorste gedeelte van het lichaam, als ook manégebewegingen naar de 
normale zijde. Deze verschijnselen wijzen op een vermindering van de 
tonus in de spieren van de zijde, waarop cocaine werd geappliceerd. Ten 
gevolge van deze vermindering van de tonus van de eene zijde ontstaat een 
overheersching van de tonus in de spieren der andere zijde en als gevolg 
daarvan treedt een buiging van het lichaam naar de normale zijde op. Uit 
deze proeven kan men tot de gevolgtrekking komen, dat cocaine juist op 
die zenuwelementen verlammend werkt, die door curare geprikkeld worden. 

Zooals de anatomische onderzoekingen van ARIENS KAPPERS hebben 
aangetoond, bevindt zich juist in het bereik van den steel der kleine her- 
senen de nucleus lateralis cerebelli, dien men volgens VAN HOEVELL als een 
homologon van de cerebellaire kernen der hoogere vormen moet opvatten, 
De anatomische onderzoekingen van de cerebella der haaien, welke in 
transversale richting in doorsneden van + 1 mM. werden verdeeld, hebben 
aangetoond, dat in alle gevallen, waarin men na de exstirpatie duidelijke 
effecten verkreeg, de laesie ook in het bereik van de nucleus lateralis 
cerebelli gevallen was. Het is dus zeer waarschijnlijk, dat al de beschreven 
verschijnselen na de exstirpaties en de chemische prikkeling van den steel 
der kleine hersenen op de prikkeling van deze kern berusten. 

Aan het eind van het verslag mijner onderzoekingen gekomen is het mij 
een aangename plicht mijn eerbiedigen dank te betuigen aan Z. Excellentie 
den Minister van Onderwijs, Kunsten en Wetenschappen, die mij in de 
gelegenheid stelde in het Zodlogisch Station te Napels te werken, en even- 
zeer aan de hoogleeraren, die mij daartoe aan den Minister hebben willen 
voordragen. 

[STEN CATES 


Physics. — Pouvoir rotatoire magnétique d'un cristal uniaxe suivant des 
directions obliques sur l'axe; détermination de la rotation de la 
tysonite suivant une direction voisine d'un axe binaire, a la tempéra- 
ture du nitrogéne liquide. Par M. JEAN BECQUEREL. (Communication 
N°. 21la of the physical laboratory, Leiden.) (Communicated by 
Prof. W. J. DE Haas.) 


(Communicated at the meeting of November 29, 1930). 


I. Introduction. 

Des expériences faites 4 la température du laboratoire ont déja permis 
d’établir que la tysonite posséde suivant une direction normale a l'axe 
optique un pouvoir rotatoire magnétique plus petit que dans la direction de 
J'axe1): le rapport des constantes de VERDET a été trouvé égal a 0.83. 

La tysonite avait été choisie pour ces recherches a cause de son énorme 
pouvoir rotatoire paramagnétique et de sa faible biréfringence. Il y a 
aujourd'hui d'autres raisons de poursuivre l'étude des proprietes magneto- 
optiques de ce méme cristal: en effet, les mesures de la rotation magnétique 
aux températures réalisables avec I’hélium liquide ont montré que suivant 
l'axe optique la rotation varie suivant une loi d’aimantation en forme de 
tangente-hyperbolique, et que le moment magnétique actif est voisin du 
magnéton de BouR 2); diverses conséquences ont été expos€es dans plusieurs 
notes3): ila été établi, en particulier, que le champ électrique qui regne a 
V'intérieur du cristal joue un réle capital dans les phénoménes optiques et 
magnétiques 4). Il convient donc maintenant de compléter ces résultats par 
l'étude des effets qui se produisent dans des directions obliques sur l’axe 
optique, et tout particuliérement suivant les axes binaires. 

Ce n'est évidemment que par des expériences aux trés basses températures 
quil est possible d’étudier le phénomeéne au point de vue magnétique. Ces 


1) JEAN BECQUEREL, Comm. Leiden N°. 191. Journal de Physique S. VI. T. IX, p. 337 
(1928). 

2) JEAN BECQUEREL et W. J. DE Haas, Comm. Leiden N0®. 193. Journal de Physique 
SOV Lela 1X..p.0546.(1928). 

3) JEAN BECQUEREL et W. J. DE Haas, Comm. Leiden N°. 199. Journal de Physique 
T. X., p. 283 (1929), H. A. KRAMERS Comm. Leiden Suppl. N°. 68>. H. A. KRAMERS 
et JEAN BECQUEREL Comm. Leiden Suppl. N0. 68¢. JEAN BECQUEREL, W. J. DE Haas 
et H. A. KRAMERS, Comm. Leiden N°. 204°. 

4) JEAN BECQUEREL, Comm. Leiden Suppl. N°. 684; Journal de Physique Mex pi 319 
(1929). Aprés publication de cet article, j'ai appris que Mlle Rita Brunetti, dans des 
articles antérieurs, avait reconnu que diverses proprictés des cristaux de terres rares 
peuvent s’expliquer par l'influence d'un champ électrique interne (Rend. Accad. D. Lincci 
Vol. VII, Série 6, 1 sem. fasc. 3, p. 238 (1928) — id IX, 6, 1. Sem. fasc. p. 9754 (1929). 
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expériences viennent d’ailleurs d’étre réalisées a Leyde et feront l'objet d’un 
autre mémoire. Les expériences 4 la température du nitrogéne liquide, dont 
il va étre question, confirment seulement (avec beaucoup plus de précision 
que les expériences 4 la température ordinaire) la loi purement optique du 
phénoméne, c’est 4 dire la loi suivant laquelle la rotation magnétique varie 
en fonction de l’orientation de l’onde et de l’orientation du champ magné- 
tique par rapport aux axes cristallographiques. On verra, de plus, que le 
rapport des pouvoirs rotatoires paramagnétiques suivant l'axe optique et 
suivant une normale a l'axe varie beaucoup avec la température. 


Il. Rotation magnétique suivant les diverses directions d'un plan conte- 
nant l'axe optique et un axe binaire, lorsque le champ magnétique est 
paralléle a ce plan. 

La tysonite est un cristal hexagonal. L’axe sénaire est l’axe optique et 
dans le plan perpendiculaire 4 cet axe il y a deux sortes d’axes binaires, les 
diagonales et les apothémes de I'hexagone. 

Considérons un plan paralléle a l’axe optique et a l'un des axes binaires, 
et supposons une lame cristalline taillée normalement 4 ce plan. Sur la face 
OX (fig. 1) faisons tomber un faisceau monochromatique sous l'incidence 
normale; figurons en OJ la normale a l’onde, en OA I'axe optique, en OB 


lSkee 1. 


l'axe binaire, enfin en OH un champ magnétique paralléle au plan AOB. 

Deux hypothéses peuvent étre envisagées: 

1. Les composantes du champ, H cos @ suivant l'axe optique et HT sin 6 
suivant l’axe binaire agissent indépendamment l'une de l'autre; les rotations 
qu'elles déterminent suivant OA et OB doivent étre projetées sur la normale 
O!/ a l'onde: la rotation observée est la somme algébrique de ces projections. 

2. Les composantes du champ déterminent une aimantation du cristal, 
qui a pour conséquence une rotation paramagnétique dans la direction de 
cette aimantation; la composante suivant OJ est la rotation observée 1). 


') Cette interprétation est due a M. H. A. KRAMERS. 
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Si la T est assez élevée pour que l'aimantation et les rotations puissent 
étre considérées comme proportionnelles au champ, les deux hypothéses 
conduisent a la méme loi; mais il n’en serait plus de méme aux trés basses . 
températures. Nous bornant au cas de la loi linéaire, nous devons avoir 
pour l’épaisseur e traversée: 


6 -=Vialeli cos 0 cos. -—-V a.eH sin.@ sin® . ..._..,,(1) 


ott w et 6 sont respectivement l’angle de la normale 4a l’onde et de l'axe 
optique et l’angle de l’axe et du champ H, comptés positivement dans le sens 
habituel de la trigonométrie a partir de l’axe OA. Vaet Vy sont les 
constantes de VERDET relatives a l’axe optique et a l'axe binaire. Cette 
généralisation de la loi du cosinus a déja été indiquée a propos des 
expériences faites a la température. 

La rotation @ est considérée ici tout a fait indépendamment de la biré- 
fringence; nous admettrons que cette rotation de superpose 4 la biré- 
fringence conformément a la théorie de Gouy. Les formules qui permettent 
de calculer la rotation du grand axe de la lumiére elliptique se déduisent 
facilement de la représentation sphérique de POINCARE. 


e (ng — ne) 
R 


Soient: yo = la différence de phase que prennent les deux 


composantes d'une vibration rectiligne incidente en traversant la lame 
quand le champ magnétique est nul; g la rotation évaluée en prenant la 
rotation « pour unité; la différence de phase des vibrations elliptiques 
priviligiées que la lame transmet sans altération sous !’action combinée de 
la biréfringence et du pouvoir rotatoire : 

On démontre que 


a Cee ee a ee 
Posons 
@ 
Ean a Oe ee) 
2 Po 


Considérons le cas particulier, qui est celui des expériences, ot le vecteur 
électrique incident est une vibration rectiligne normale a l'axe optique (qui 
par conséquent reste rectiligne dans la traversée du cristal et constitue la 
vibration ordinaire quand le champ magnétique est =.ul) ; sous l’action du 
champ magnétique, la vibration émergente est une vibration elliptique dont 
le grand axe a tourné de o’ a partir de la direction de la vibration incidente. 
On trouve que 


ae sin a sin 2 mp ie 
gee — cos?a-+sin?acos2p'° — Pees) 


cette formule donne, par l'intermédiaire des angles a et 2 2p la relation entre 
le I'effet combiné 0’ de la rotation et de la biréfringence, et la rotation @ 
proprement dite. 


59 
Proceedings Royal Acad. Amsterdam. Vol. XXXII. 1930. 
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Pour la démonstration de ces formules, le lecteur voudra bien se reporter 


a mon précédent mémoire. 


III. Dispositif. 

Le cristal utilisé (qui a déja servi dans les expériences antérieures) est 
taillé en forme de cube, et deux faces sont exactement normales a l'axe 
optique. Il est enchassé dans une monture en argentan a l'extrémité d'une 
tige de verre bien rectiligne, orientée verticalement, qui penétre dans un | 
cryostat contenant du nitrogéne liquide. La partie supérieure de la tige est 
solidaire de l'alidade d'un cercle divisé horizontal. Par des tatonnements 
assez pénibles on arrive a régler le dispositif de maniére qu’en faisant 
tourner l’alidade, l'axe optique se déplace dans un plan horizontal; on 
peut alors l’amener 4 étre paralléle au faisceau incident, puis lui donner telle 
obliquité qu’on veut sur la direction des rayons; on reconnait que le réglage 
est réalisé au fait que, le vecteur électrique de l’onde incidente étant vertical, 
un analyseur croisé avec le polariseur éteint la lumiére quelle que soit l’orien- 
tation de l’axe optique. 

Je croyais que les faces latérales étaient exactement normales les unes a 
un axe binaire diagonal, les autres 4a un axe apothéme, et j'ai orienté norma- 
lement au plan de l'axe optique et du champ magnétique (c'est a dire verti- 
calement) les cétés que je croyais paralléles 4 un axe apothéme. M. MAUGUIN 
m’a appris quil y a une petite erreur de taille, et que les cdtés des faces 
normales a l’axe optique font un angle de 3° avec les axes binaires; par 
suite la direction perpendiculaire a l’axe optique, dans le plan de cet axe et 
du champ, considérée dans ce qui suit, fait avec un axe binaire diagonal un 
angle de 3° (a l’erreur prés sur l'orientation des cétés par rapport a la 
verticale). 

La lumiére employée est la radiation verte de l’arc au mercure (5460.7 A). 

Liélectro-aimant (petit modéle WEISS) repose sur une plate-forme mobile 
a cercle divisé avec vernier au vingtiéme de degré, de maniére a repérer 
lorientation du champ. 

Le champ est orienté, non pas longitudinalement, mais transversalement, 
cest a dire perpendiculairement au faisceau incident; puis on lui donne 
diverses obliquités, jusqu’a 15°, sur la normale aux rayons. La lumiére 
tombe sur une face normale a l’axe optique, sous un angle d’incidence que 
nous avons fait varier jusqu’a 26° (fig. 2). 

Les conditions ne sont pas tout a fait celles indiquées au paragraphe 
précédent, puisque l'incidence n'est pas normale, mais il est facile de voir 
gue pratiquement cela revient au méme: le vecteur électrique incident étant 
perpendiculaire a l'axe, on n'a qu'un rayon réfracté (le rayon ordinaire) si 
le champ est nul. Dans le champ magnétique on a deux ondes d’indices 
différents, qui acquiérent une différence de phase m donnée par la formule 
(2); dans les conditions indiquées ci-dessus, l’'angle de ces deux ondes est 


toujours inférieur a 0’.53; il est donc permis de raisonner comme si les 


917 


normales aux ondes étaient confondues en une direction unique que nous 
appellerons rayon réfracté. 


Ol rayon incident prolongé 

ON normale au rayon incident 
OH.OH'orientations evtremes du champ 
0A,OA’ orientations extremes de l'axe optique 
OR.OR' rayons réfractes 

ZNOH=ZNOH'=15° 

ZAO\ =ZAO\ =26° 


Bigne2. 


t a . oe. . s S 
D’autre part, pour un angle de réfraction r, l'épaisseur traversee est ; 
cosr 


La formule (1) s’écrit en remplacant w par r et e par pli 
cost 


© =VaH cos 6 +VH sin 0 tg oe ee) 


Crest cette formule, déja approximativement vérifiée a la température 
ordinaire, que je me suis proposé de comparer avec les mesures a la tempé- 
rature du nitrogéne liquide. Malgré les complications introduites par la 
rotation due au cryostat, les expériences sont plus précises parce que les 
rotations sont prés de quatre fois plus grandes et parce que j'ai employé 
une méthode, dont il sera question plus loin, qui élimine automatiquement 
l'influence des erreurs de réglage. 

Remarquons que le cristal regoit la lumiére sur une face normale a l’axe 
optique pour la raison que si l'on utilisait une autre face, la biréfringence 
deviendrait trop grande par rapport a la rotation et que, de plus, il serait 
difficile de connaitre qo avec une précision suffisante. Le champ a été 
orienté transversalement, ou au voisinage de l’orientation transversale, parce 
qu'il convient d’augmenter la part due a la rotation suivant la normale 


a l’axe. 


IV. Réglage de l’axe optique parallélement au rayon incident et mesure 
de la différence de phase pour les incidences obliques. 

Dans le mémoire déja rappelé plus haut, jai indiqué une méthode per- 
mettant, a l'aide d'un compensateur de Babinet, de régler l’axe du cristal 
parallélement au faisceau incident et de mesurer les différences de phase Yo 
pour les incidences obliques. Il est plus simple, et peut étre plus précis, 


305 
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d’opérer avec un analyseur a pénombre (sans compensateur), en repérant 
les orientations du cristal pour lesquelles (sans champ magnétique) la 
polarisation rectiligne est rétablie, aprés avoir oriente la vibration incidente 
a 45° du plan dans lequel se déplace l'axe optique. Avec polariseur et 
analyseur croisés on obtient les incidences qui correspondent aux différences 
de phase qo entiéres, et avec polariseur et analyseur paralléles les incidences 
pour lesquelles les différences de phase sont demi-impaires. 

Les mesures de rotation du grand axe, dans le champ magnétique, per- 
mettent aussi, comme on le verra plus loin, de déterminer les incidences 
correspondant aux valeurs entiéres et demi-impaires de go. Les moyennes 
de toutes les valeurs mesurées donnent les résultats suivants. 


Epaisseur, mesurée 


% 0,5 1 1,5 2 
i 11°21 16°,04 19°60 22°,58. 


a la température 
ordinaire = 1,866 mm. 


Les erreurs sur i sont certainement inférieures a 0°.05, et probablement 
de l’ordre de 0°.01 4 0°.02. 

Ces valeurs se rapportent au cristal plongé dans le nitrogéne liquide. Les 
valeurs correspondant au cristal dans l'air a la température ordinaire sont 
connues par des mesures antérieures. Les courbes y9==f[(i) pour le cristal 
dans l’air et dans le nitrogéne liquide ont été construites: un calcul simple 
montre que si l’épaisseur du cristal était la méme et si les indices absolus 
n'avaient pas varié, le rapport des sinus des incidences dans l’air et dans 
b nitrogéne liquide pour une méme valeur de qo serait égal a l'indice du 
nitrogéne par rapport a l’air, et le rapport des mp dans le nitrogéne et dans 
l'air pour une méme incidence serait égal au carré de cet indice, pourvu que 
l'incidence ne soit pas trop grande. On constate précisement sur les courbes 
que le premier rapport est presque exactement la racine carrée du second, et 
égal a 1.207; or l'indice du nitrogéne mesuré pour le jaune sodium est 1.205; 
Yécart est précisément le l’ordre de grandeur qu'on peut attendre pour la 
variation de longueur d’onde entre le jaune et le vert. Il en est ainsi soit 
parce que l’épaisseur et les indices varient trés peu quand on refroidit le 
cristal, soit parce qu'il se produit une compensation a peu prés complete entre 
les effets dus a la variation d'épaisseur, et ceux dus & la variation des indices. 

J'ai donc adopté 1.207 pour I'indice du nitrogéne liquide, et par suite jai 


pris pour l'indice ordinaire de la tysonite par rapport au nitrogéne la valeur 


1.6159 
1.207 = 1.3383. Les valeurs de tg r (qui intervient dans la formule 4) s'en 


déduisent pour les diverses incidences du faisceau lumineux. On peut aussi 
calculer qo pour une incidence quelconque !). 


1) Chacune des incidences mesurées correspondant aux valeurs entiéres et demi-impaires 
de yo permet, connaissant l'indice ordinaire, de calculer l'indice extraordinaire, par des 
formules bien connues déduites de la construction d'Huyghens. Les diverses valeurs mesu- 
rées de i conduisent a des valeurs de ne extrément voisines. Adoptant pour ne la valeur 
moyenne, les méme formules donnent go pour une incidence quelconque. 
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V. Méthode de mesure éliminant Vinfluence des erreurs de réglage. 

En principe, on oriente la vibration incidente perpendiculairement au 
plan dans lequel on déplace l’axe optique et l’on mesure, pour une orienta- 
tion et une intensité données du champ, la rotation 0’ du grand axe de la 
lumiére elliptique émergente pour diverses valeurs de l'angle d’incidence. 

On repére les orientations, en adoptant deux positions ,,zéro’”’ l'une pour 
le cristal, l'autre pour l’aimant, qui sont obtenues par les opérations suivan- 
tes: on commence par régler l'axe optique parallélement au faisceau incident 
(§ IV), puis on oriente l’aimant dans une position telle qu'il n'y ait pas de 


rotation!) ; on a alors r==0,.9==0 et par suite (=> (formule 5): le 


champ est normal au faisceau incident (et a l’axe). On note sur les cercles 
gradués les orientations du cristal et de l’aimant: ce sont les positions zéro 
a partir desquelles les angles seront mesurés. 

Mais ces opérations ne se font pas sans erreurs: 

19. la vibration incidente n’est qu’assez grossiérement normale a l'axe; 
or la relation entre @ et o’ donnée par les formules (2), (3), (4) n'est exacte 
que pour une vibration perpendiculaire a l'axe. 

20, L’erreur sur l’orientation du cristal peut atteindre 0°.1; si l'axe n'est 
pas paralléle aux rayons incidents (au rayon moyen car la lumiére nest pas 
rigoureusement paralléle) le second terme de la formule (5) n’est pas nul et 
dans le réglage de l’aimant la rotation est annulée, non plus parce que les 
deux termes sont nuls, mais parce quils sont égaux et de signes contraires. 
Il y a d’ailleurs une légére erreur sur la position pour laquelle il n’y a plus 
de rotation. 

En résumé, dans les positions zéro adoptées, l’axe du cristal n'est pas 
exactement paralléle et le champ nest pas rigoureusement normal au 
faisceau. 

L’influence de ces erreurs est suffisamment bien corrigée par la méthode 
suivante: Soient (fig. 3) OJ la direction du rayon incident prolongé, ON 
la normale a OJ, OA, et OH, les orientations du cristal et du champ dans 
les positions zéro, comportant les erreurs de réglage « et 7; nous tournons 
l'aimant de l'angle y a partir de OHo pour |’amener en OH,; puis nous 
tournons le cristal de l'angle i a partir de OAo; V'axe est venu en OA. 
Nous produisons le champ H et nous mesurons la rotation 0’, du grand 
axe; puis nous donnons le champ opposé — H et nous mesurons une 
rotation — 0’); ces deux rotations ne sont pas égales en valeur absolue a 
cause de l'erreur d'orientation de la vibration incidente, mais la moyenne 


! ! 
Q1 G2 représente pratiquement la grandeur de la rotation qu'on aurait 


2 


si la vibration incidente était normale a l'axe, pour l'angle du champ et de 
ON (y+ 7) et pour l’'angle d’incidence (i +> o)s 


1) Ce réglage est assez sensible, car a la température de 77°.5 K. et avec le champ de 
18700 g employé, pour le cristal d’épaisseur 1,866 mm un déplacement de 0°,1 de l’aimant 
a partir de la position de rotation nulle donne une rotation de 0°.135. 
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Nous donnons maintenant au champ et au cristal des orientations OHg, 
OA, symétriques des premiéres par rapport a OH, et a OA. Le champ H 


Fig. 3. 


donne une rotation — 0’; et le champ — H une rotation 9’. La moyenne 


eet: représente la rotation pour les angles (y—7) et (i—e). 


La moyenne générale 


oy aS Or oF 03. = 04 
4 


est toujours trés voisine de la rotation cherchée pour les angles y et i1). Les 
formules (2) (3) (4) deviennent alors applicables. I] subiste naturellement, 
les erreurs expérimentales sur les mesures des rotations ainsi que de la phase 
Qo, et sur les lectures des angles i et y. Encore la lecture de y sur le cercle 
gradué peut elle étre controlée et au besoin corrigée par la mesure de la 
rotation quand le cristal est au zéro; car il est facile de voir (formule (5) ) 
qu’a cause de la petitesse des erreurs de réglage et de la trés faible valeur 
de r pour l’incidence AjOI/ la moyenne des rotations obtenues quand l’axe 
est en OAp et le champ successivement en OH, et en OHg peut étre con- 
sidérée comme égale a celle qu’on aurait si l’erreur ¢ était nulle et si l’on 
avait fait tourner l’aimant, a partir de ON, de l'angle y moyenne des deux 
angles réellement donnés de part et d’autre de OH». La constante Va étant 


1) Pour fixer les idées, admettons des erreurs plutét fortes «= 0°,2 et »=0°,1 dans les 
sens indiqués sur la figure (3). On reconnait par des calculs numériques que la méthode 
des positions symétriques corrigerait d'une fagon presque parfaite les valeurs de 0, mais 
on mesure les rotations 9’ du grand axe: on trouve que pour 9’, l'erreur qui subsiste est 
inférieure au centigme de degré tant que l'incidence ne dépasse pas 10°; elle devient plus 
grande pour les fortes incidences surtout au voisinage de celles pour lesquelles sin 
2x9 = +1, mais n'atteint pas 0°,08 dans les conditions des expériences. Si les sens des 
erreurs ¢ et 7 n'étaient pas ceux indiqués sur la figure, il en serait encore de méme. 
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trés bien connue, la mesure de la rotation dans la position zéro du cristal 
(trés précise parce que la biréfringence s’annule) donne, plus exactement 
que les lectures sur le cercle divisé, !’angle x qu'il convient d’adopter. 


VI. Correction de la rotation due au cryostat. 

Le cryostat (verre et azote liquide) a une rotation propre a dont il faut 
tenir compte. Ce serait une erreur de croire que la rotation a s'ajoute 
algébriquement a la rotation due au cristal: cela n'est exact que pour la 


: a oie z z : fe 
rotation oy de la moitié du cryostat traversée aprés le cristal. La premiére 


moitié, en déréglant l’orientation initiale de la vibration, donne lieu a un 
effet compliqué car la rotation du grand axe, dans le cristal, est fonction de 
cette orientation. Les formules qui donnent la rotation du grand axe a la 
sortie du cristal en fonction de 0, Po, a s’établissent sur la représentation de 
PoINcARE par des calculs un peu plus longs que ceux qui conduisent aux 
formules (2) (3) (4). Nous nous bornerons a donner les résultats : 

En plus des angles a et 2 7p ayant la signification precéedemment indiquée, 
on introduit des angles a’, f, w définis par les relations: 


1 1 
cOS a = COS a COS G; wa w=2navpt+f... (6) 


La rotation 9’, du grand axe est alors donnée par la formule 
sina siny 
cos acosa’-+ sina sina’ cos 


(7) 


Tepe == 


Si l'on rapporte les sens des rotations au sens du champ magnétique, 
(comme on le fait toujours pour les rotations magnétiques) a et a’ doivent 
étre pris avec le signe de la rotation propre @ du cristal et a est une rotation 


positive. 
a 
La rotation totale du grand axe due au cristal et au cryostat est on igy 


Les mémes formules (6) et (7) donnent la rotation si l'on ajoute a a 1’ 
erreur de réglage sur l’orientation de la vibration issue du polariseur, mais 
avec cette différence que, d’aprés les conventions sur les signes, l'erreur 
de réglage doit étre prise avec des signes contraires pour deux sens opposés 
du champ; c'est la raison pour laquelle l'influence de cette erreur s'élimine 
a peu prés complétement par la moyenne des mesures dans deux champs 
de sens contraires: si l'un admet un déréglage de 3°, par exemple, l’appli- 
cation numérique des formules précédentes montre que dans nos expériences 
le procédé de mesure par inversion du champ donne, au moins au centieme 
de degré prés, le méme résultat que si la vibration issue du polariseur était 
normale a l'axe optique. L’erreur due au défaut de réglage devient ainsi 
notablement inférieure aux erreurs sur les mesures des rotations. 


VII. Détermination de la rotation normale 4 l'axe optique et vérification 


de la loi de la rotation. 
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Les expériences ont été faites en donnant 4 l’angle x entre le champ et la 
normale au faisceau les valeurs suivantes 0°; 1°.00; 2°.01; 29.985; 4°.03; 
5204-5102 00 sel 52.00, 

Le champ a été maintenu constant et égal 4 18700 g1). 

Pour chaque orientation de l’aimant, on a mesuré les rotations en faisant 
varier l’incidence i généralement de degré en degré; mais avec certaines 
incidences la mesure n’a pas été possible, le rapport des axes de la vibration 
elliptique étant trop voisin de |'unité. | 

Si l'on trace, pour chaque orientation de l’aimant, la courbe représentant 
la rotation du grand axe en fonction de l'incidence (graphique, fig. 4), on 
voit que la rotation du grand axe s’annule et change de sens pour des 
incidences légérement inférieures a celles pour lesquelles la différence de 
phase qo est entiére ou demi-impaire: ce sont les incidences pour lesquelles 
(formule (4)) sin 2am—0, peu différentes de celles pour lesquelles sin 
2 aq) == 0, car la rotation o est petite en comparaison de po dés que I'inci- 
dence atteint une dizaine de degrés 2). 

Il y a une autre valeur de l'incidence pour laquelle la rotation du grand 
axe est nulle: c'est celle qui correspond a sin a0, ou g=0: les rotations 
dues aux composantes du champ suivant l’axe optique et suivant la normale 
sont égales et de sens contraires. La détermination de lincidence pour 
laquelle la rotation propre du cristal est nulle donne directement le rapport 
des deux constantes de Verdet: on a en effet d’aprés (5) 


Va 
ye OO IgE Oe, erate eee) 
dans laquelle 
= a 
Ont teeth 


Bien entendu, pour déterminer cette incidence il faut, sur la courbe des 
rotations mesurées, chercher l'incidence pour laquelle la rotation est, non pas 


') L'angle x le plus grand, 15°, soigneusement mesuré sur le cercle divisé de la plate 
forme de l’aimant, a été considéré comme exact. Par la mesure de la rotation quand 
incidence i est nulle, on en déduit VaH, d’oti la valeur ci-dessus de H, Va étant 
connu par des expériences antérieures ot l'axe était paralléle au champ et au faisceau. 
Les rotations pour l’incidence nulle dans les autres positions de l’aimant ont donné 
les angles adoptés ici, qui sont bien égaux aux angles mesurés sur le cercle divisé, ou 
n’en different que de quelques centiémes de degrés. 

2) La détermination des incidences pour lesquelles » est entier ou demi-impair et le 
calcul de @ par la formule (9) (voir plus loin) permettent de déterminer les valeurs de 
fo pour les mémes incidences. Il est facile d’en déduire, par le tracé suffisamment exact 
de la courbe gp =f (i) résultant des mesures indiquées au § IV, les incidences correspon- 
dant a yp entier ou demi-impair. Chaque série de mesures, pour un angle donné, fournit 
ainsi deux déterminations de i pour chaque gp entier ou demi-impair (deux déterminations 
parce qu'on tourne le cristal dans les deux sens a partir de la position zéro). Pour chaque 
go les incidences trouvées ne different jamais de plus de 0°,15 et la moyenne donne 


V'incidence qu'il convient d’adopter, avec une précision certainement supérieure au ving- 
tiéme de degré. 
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nulle, mais égale a l’effet du cryostat; d’apreés (7), dans le cas particulier 
ot a= 0, la correction du cryostat est 
a 


5 (1 + cos 279)). 


Vn ak 
Les valeurs trouvées pour le rapport —— par les cing courbes expérimen- 
A 


1% 


tales correspondant aux angles y entre 1° et 5° sont les mémes 4 0.08 % 
prés1); la moyenne est 


Vn ° : , : o 
La constance de la valeur trouvée pour—~, en faisant varier l’orientation 


Va 
du champ, est déja une premiére vérification de la formule (5). Nous pou- 
vons maintenant obtenir une vérification bien plus compléte. En effet, avec 
l'intensité H 18700 g, Va eH ——77°.35; d’aprés le rapport ci dessus, 
on doit avoir Vy eH ——44°.79 et par suite la formule (5) s’écrit 


o = — 77°,35 cos 0 — 44°,79 sinGtgr; . . . . (9) 


Cette formule permet de calculer les rotations pour toutes les valeurs qu'on 
veut de 6 et dei; ensuite les formules (2), (3), (4) donnent les rotations 
oe’ du grand axe. 

Ce sont les valeurs de 0’ ainsi calculées qui sont portées en ordonnées sur 
le graphique (fig. 4) et auxquelles correspondent les courbes tracées; la 
signe de 0’ est rapporté, suivant l’usage, au sens du champ 2) ; les abscisses 
sont les valeurs de l’angle d’incidence: les valeurs portées en abscisses 
positives correspondent au cas oi l'axe et l’aimant ont été tournés en sens 
opposés a partir des positions zéro, les abscisses négatives se rapportent au 
cas ot l'axe et l’aimant ont été tournés dans le méme sens. Chaque courbe 
correspond a une orientation, donnée de l’aimant. 

Les points marqués représentent les rotations 0’ mesurées et corrigées de 
l'effet du cryostat 3). Pour obtenir cette correction, on a établi pour chacune 
des orientations y données a l’aimant le graphique représentant, en fonction 
de i, la différence (calculée par les formules (4) et (7)) entre la rotation du 
grand axe due au cristal seul et la rotation due a l'ensemble cristal et 
cryostat. 


On voit que les courbes théoriques, équivalentes a la loi donnée par la 


1) Avec y= 10° et =15° l'incidence pour laquelle @=0 ne peut pas étre déterminée 
avec une précision suffisante. a cause du trop grand voisinage d’incidences pour lesquelles 
la rotation du grand axe s’annule ancore (¢ entier ou demi-impair). 

2) Les pouvoirs rotatoires de la tysonite suivant l’axe et normalement 4a l'axe étant 
négatifs, les rotations de méme sens que dans le cas ow l’axé optique est paralléle au 
faisceau incident, et le champ dirigé suivant cette direction, ont été portées en ordonnées 
négatives. 


3) La rotation propre du cryostat est «= 1°,38 sin x. 
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formule (5), représentent les mesures d'une fagon trés satisfaisante ; les 
écarts n'ont rien d’anormal si l’on songe & la difficulté des mesures des 
rotations 0’ quand la vibration elliptique n’est pas de forme trés allongée, 
ainsi qu’aux erreurs sur les angles d'incidence qui ne sont mesurés qu'a un 
vingtiéme de degré prés. Il y a, de plus, surtout pour les grandes incidences, 
une certaine imprécision dans les valeurs de @o, car la phase varie trés vite 
en fonction de l'incidence. 


VIII. Conclusions. 

Cette série d’expériences montre: 

1. Que la loi de la rotation magnétique de la tysonite dans des directions 
obliques sur l'axe, admise au § 2, est en bon accord avec l'expérience et ne 
parait pas douteuse. Elle n'est d’ailleurs relative qu’au cas ot l'effet reste 
linéaire: il conviendra de chercher la loi générale, applicable aux grandes 


valeurs de He 


ie 

2. Que le rapport du pouvoir rotatoire normal a l’'axe optique au pouvoir 
rotatoire suivant l’axe est bien plus petit & 77°.5 K qu’a la température 
ordinaire (0.579 au lieu de 0.83). Cependant cette comparaison comporte 
une grosse lacune: dans les expériences actuelles, la normale a l’axe optique 
était voisine d’un axe binaire diagonal; dans les expériences anciennes 
faites A 293° K la normale a I’axe optique était aussi voisine d'un axe 
binaire, mais j'ignore s‘il s'agissait du méme axe. Bien que le cristal soit 
optiquement uniaxe, il n'est pas du tout certain que la rotation paramagné- 
tique soit la méme dans toutes les directions normales a l’axe optique, car 
il peut y avoir une anisotropie magnétique dans le plan normal a cet axe. 


J'adresse mes vifs remerciements a M. Louis MarToutT, Sous-Directeur au 
Museum National d'Histoire Naturelle, dont le concours m’a été précieux 
dans le montage du dispositif et la réalisation des expériences. 


Physics. — Détermination du pouvoir rotatoire paramagnétique d'un cristal 
de tysonite suivant une direction normale a l'axe optique aux tempé- 
ratures réalisables avec I'hydrogéne liquide. Par MM. JEAN 
BECQUEREL et W. J. DE Haas. (Communication N°, 2116 of the 
physical laboratory, Leiden). 


(Communicated at the meeting of November 29, 1930). 


Les expériences dont il va étre question ont été faites au laboratoire 
cryogénique de Leiden. Elles font suite a celles que l'un de nous a réalisées 
a la température ordinaire!) puis 4 la température du nitrogéne liquide. 
Comme ces derniéres elles se rapportent 4 une direction faisant un angle 
d’environ 3° avec un axe binaire paralléle aux translations du réseau 
(diagonale de l’hexagone). 


§ 1. Méthodes de mesure. 

Il serait impossible de mesurer directement le pouvoir rotatoire, pour une 
direction normale a l’axe optique, en orientant le faisceau lumineux et le 
champ magnétique suivant cette direction, 
ie poe que TOUS: de la birefringence 
cient prédominerait beaucoup trop sur l’effet du 
pouvoir rotatoire. Le procédé général 
employé consiste alors a faire tomber les 
rayons lumineux sous une faible incidence 
sur une face taillée perpendiculairement a 
l'axe optique, a orienter le champ magné- 
tique suivant une direction plus ou moins 
oblique sur une normale a l’axe, et a 
mesures la rotation du grand axe de la 
: magnétique | lumiére elliptique (figure 1). Deux métho- 

ee aon des ont été utilisées : 
réfracté a. La premiére est une méthode de 
compensation, qui a déja été suivie dans 
les expériences antérieures 2). L’axe 
optique et le champ magnétique restent 
dans un plan horizontal quand on donne diverses orientations au cristal 


Fignalt 


1) JEAN BECQUEREL. Comm. Leiden Suppl. No, 191; Journal de Physique S. VI, T. 
IX, p. 337 (1928). JEAN BECQUEREL, Comm. Leiden, N0. 21 la. 
2) Nous ne ferons ici que rappeler bri¢vement cette méthode. Pour plus de détails, en 


particulier pour les réglages et l'élimination des erreurs de réglage, le lecteur est prié de 
se reporter 4 note précédente. 
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et a l'électro-aimant. Le vecteur électrique des ondes incidentes est 
orienté perpendiculairement a ce plan (vibration ordinaire dans le cristal, en 
l'absence de champ). Produisant un champ magnétique d'orientation donnée 
et d'intensité constante, on mesure la rotation du grand axe de la lumiére 
elliptique émergente pour diverses orientations du cristal. On a la super- 
position d'un effet longitudinal (suivant l’axe optique) et d'un effet trans- 
versal. Les expériences 4 293° K. et a 77°.5 K., températures qui sont assez 
élevées pour que la rotation puisse étre considérée comme une fonction 
linéaire du champ H, ont vérifié la loi suivante : 


e 
cosr 


Diz VaH cos 0 cose + —— Vn Hsin @ sine 
cosr 


ou 


~ = VaHcos 6 + Vw H sin @ tg Ge errs (1) 


, apie! ; Care a) : f 
ou e est l'épaisseur de la lame cristalline (—— épaisseur traversee par l’onde 
cost 


ordinaire), 6 l'angle du champ et de l'axe optique, r l’angle de réfraction 
(angles comptés a partir de l’axe dans le sens habituel de la trigonométrie), 
Va et Vy les constantes de VERDET suivant l'axe optique et suivant la 
normale a l’axe. 

Quand les deux termes de (1) sont égaux, mais de signes contraires tout 
effet du champ magnétique disparait. La détermination de l'incidence pour 
laquelle la rotation s'annule, dans un champ d'orientation connue, donne le 


rapport ee : 
A 

Dans la note sur les expériences 4 la température du nitrogéne liquide, il 
a été montré que dans les mesures des rotations on doit adopter la moyenne 
des valeurs absolues des 4 mesures faites en inversant le champ et en don- 
nant au cristal ainsi qu’a l'aimant deux positions symétriques par rapport au 
faisceau lumineux. On élimine ainsi a peu prés complétement I'influence des 
erreurs de réglage. 

b. Dans la seconde méthode, on oriente le champ magnétique normale- 
ment a l'axe optique; le terme longitudinal VaH cos 6 disparait et l’on 
mesure directement la composante de l’effet suivant la normale a l’axe 
optique. 

Le réglage est une opération difficile, car si l'angle 6 différe de 90° de 
seulement une minute, on a une rotation longitudinale qui n'est pas néglige- 
able (0°.105 a la température de 20°.3 Kevet.0°.148ea, 14°.2-K.).Les 
orientations du cristal sont repérées sur un excellent cercle divisé, avec 
vernier donnant la demi-minute, mais la graduation de la plate forme de 
l'électro-aimant est assez grossiére; diailleurs, méme si cette graduation 
était plus précise, la mesure de 6 par lectures sur cercles divisés n’aurait pas 
encore la précision nécessaire. Nous avons alors adopté le procédé suivant : 

Une tige A doublement recourbée peut, a l'aide d'une vis de serrage, étre 
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rendue solidaire de la tige verticale B a l'extrémité de laquelle le cristal est 
fixé. La tige A porte a son extrémité un index qu’on peut amener sous un 
microscope reposant sur une plate forme liée a |’électro-aimant et située a 
l'extrémité d’une des bobines (a 60 cm environ de l'axe de rotation). 

On commence, en tournant la tige B, par amener l'axe optique du cristal 
a étre paralléle au faisceau incident (la méthode de réglage a été exposée 
dans la précédente note), puis on tourne l’aimant pour l'amener a la posi- 
tion ou la rotation magnétique s’annule (champ normal a I’axe et au fais- 
ceau) ; on a ainsi les positions ,,zéro’’ du cristal et du champ. La position 
zéro du cristal est repérée a une demi-minute prés sur le cercle gradué lié 
a la tige B. On améne alors l'index de la tige A dans la champ du micros- 
cope; on rend A solidaire de B et on note sur l’échelle graduée du micros- 
cope la division sur laquelle se trouve l'index. On tourne maintenant le 
cristal de l’'angle voulu (angle d’incidence choisi pour les mesures), puis on 
tourne l'aimant jusqu’a ce que l'index revienne sur la méme division de 
l'échelle du microscope. Si les axes de rotation du cristal (tige B) et de 
l'aimant sont paralléles, ce qui est d’ailleurs suffisamment bien réalisé, le 
cristal et l'aimant ont été tournés du méme angle; l’angle @ est donc le 
méme que dans les positions zéro du cristal et de l’aimant. 

On mesure les rotations du grand axe de la lumiére elliptique en donnant 
a l'intensité du champ diverses valeurs; puis on recommence en inversant le 
sens du champ. Ces deux séries de mesures permettront de construire les 
courbes I et II des rotations du grand axe en fonction de l'intensité du 
champ, pour deux sens opposés. 

Ces mesures étant faites, on donne au cristal l’orientation symétrique par 
rapport a la position zéro, et l’on tourne l’aimant jusqu’a ce que l’index soit 
revenu sur la méme division du microscope. On fait les mesures de rotations 
pour les deux sens opposés du champ, ce qui donnera deux courbes III et IV. 

Ce qu'il est essentiel de remarquer, c'est que le procédé de mesure par 
inversion du champ et positions symétriques élimine (comme dans le cas 
de la méthode a) les erreurs de réglage (vibration incidente non exactement 
normale a l’axe optique) positions zéro ne correspondant pas rigoureusement 
a l’axe paralléle au faisceau ni au champ normal 4 l’axe). De plus, a cause 


des erreurs de réglage l’angle 6 est un peu différent de = mais il est resté 


constant dans toutes les opérations et c'est la seule condition qui demande a 
étre exactement réalisée; en effet, pour une des positions du systéme il y a 
un petit résidu VaH cos @ de rotation longitudinale, mais dans la position 
symétrique ce résidu est resté le méme, et de méme sens, tandis que la 
composante transversale a changé de sens; la moyenne des valeurs absolues 
des rotations élimine le résidu longitudinal, comme si l’angle 6 avait bien 
été de 90°. L’erreur sur sin 6 n'est que du second ordre, elle est donc 
absolument négligéable. I] convient d’ailleurs de noter gue si l'on n'a pas 
réussi a ramener rigoureusement l’index sur la méme division du microscope, 
l'écart observé par lecture au microscope mesure la variation de 6, et rien 
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n'est plus facile que d’en tenir compte dans le dépouillement des résultats. 
La précision est grande, car une dévision du microscope correspond a un 
angle de 0.15 minute. 

Quant 4 l’angle r, il est suffisamment bien connu, les angles d’incidence 
ayant été déterminés avec une bonne précision sur le cercle du cristal don- 
nant la demi-minute; on peut d’ailleurs controler ces mesures en laissant 
le champ oblique et ramenant le cristal au zéro, par la mesure de la com- 
posante longitudinale de la rotation. L’indice ordinaire de la tysonite par 
rapport a l’'hydrogéne (1.4570), a été déterminé avec une précision suffi- 
sante par des opérations identiques 4 celles qui ont été exposées dans la 
note sur les expériences avec le nitrogéne liquide. 

Le dépouillement des résultats se fait d’aprés le tracé des courbes expéri- 
mentales relatives aux 4 séries de mesures; on lit sur ces courbes les quatre 
rotations correspondant a une méme valeur de H et on prend la moyenne des 
valeurs absolutes; les erreurs de mesure sont assez bien corrigées par le 
tracé des courbes. 

Il faut ensuite faire la correction de l'effet du cryostat: cette correction 
est compliquée car, a cause de la biréfringence, ce serait une erreur d’ajouter 
algébriquement la rotation propre du cryostat. Les formules 4 appliquer ont 
été données dans le mémoire cité plus haut. 

Il faut enfin passer de la rotation e’ du grand axe a la rotation @ propre- 
ment dite, c’est a dire a la rotation considérée indépendamment de la biré- 
fringence. Nous rappellerons les formules pour le cas théorique ot l'axe 
optique reste toujours normal a la vibration incidente: soient mo = se 
la différence de phase de deux vibrations rectilignes transmises par le cristal 
en l'absence de champ magnétique, @ la rotation évaluée en prenant la 
rotation 7 pour unité; posons 


eae oO en aon ee 2) (2) 
Q 

(ate cat. ees ke go) 
d Po 


on a, en grandeur et en signe 


sin a sin 2 me 


‘to ° 
ig 20 ~ cos? a+ sin? a cos 2 1p 


Si l’axe optique se déplace dans un plan, et si la vibration incidente n'est pas 
exactement normale a ce plan, la formule (4) reste pratiquement applicable 
a la moyenne des valeurs absolues des rotations du grand axe pour deux 
champs de sens opposés. 

Mais en général, par suite d'une légére erreur d'orientation du cristal dans 
sa monture, l’axe optique n'est pas exactement perpendiculaire a l’axe autour 
duquel on fait tourner la lame; il décrit alors un cone. La question devient 
trés compliquée: la position zéro du cristal est celle pour laquelle l’axe 
optique et le faisceau lumineux font un petit angle e dans un plan paralléle 
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a l'axe de rotation; si ce plan est vertical, les deux directions principales de 
la lame sont alors horizontale et verticale. Faisons maintenant tourner la 
lame; les directions principales deviennent obliques et tendent a tourner de 


a mesure que l'incidence croit. La détermination expérimentale, en 


2 


l'absence de champ magnétique, de l’orientation du grand axe de la vibration 
émergente (la vibration incidente restant verticale), pour diverses incidences, 
permet de calculer l’erreur de réglage ci-dessus désignée par «. Par des 
formules identiques 4 celles qui ont été données dans le précédent mémoire 
a propos de la rotation du cryostat, on peut alors pour chaque angle dont 
on a fait tourner la lame et pour chaque valeur de @ calculer la rotation ¢’ 
du grand axe. Suivant l’orientation des directions principales, la difference 


|o| —|o’| peut étre positive ou négative. 
Remarquons d'ailleurs que ces complications n'interviennent que dans le 
cas des faibles incidences, pour lesquelles la différence |e| —|o’| est exces- 


sivement petite. Si par example l’erreur « est inférieure a 0°.5, ce qui était 
réalisé dans les présentes expériences, son influence devient négligeable 
quand l’incidence dépasse 4°. Dans tous les cas, pour passer de la rotation 
observée o’ a la rotation o, le plus simple est de calculer une courbe auxiliaire 
représentant @—o’ en fonction de @’, pour l'incidence considérée. I] suffit 
ensuit, pour chaque valeur de 0’ déterminée par les courbes expérimentales, 
et aprés correction du cryostat, d’ajouter la valeur de (oe —o@’) lue sur la 
courbe auxiliaire. 


§ 2. Appareils utilisés. 

La radiation employée est la radiation verte de l’arc au mercure 
(5460.7 A). Le polariseur est un prisme de Glan, l’analyseur un appareil a 
pénombre a deux prismes (dispositif de Lippich) et 4 angle de pénombre 
variable construit par la firme WHINKEL-ZEISS; cet appareil trés précis 
permet dans des conditions favorables la mesure des rotations au centiéme 
de degré prés, mais une telle précision est loin d’avoir été obtenue dans la 
plupart de nos mesures, en raison de peu d'intensité lumineuse (le faisceau 
traverse 12 parois de verre et 6 couches de liquide dans le cryostat) et de 
l'état de polarisation elliptique de la lumiére 1) ; la précision est trés variable 
dune mesure a une autre suivant l’angle d'incidence utilisé et la grandeur 
de la rotation, et aussi 4 cause des variations accidentelles de l'intensité: 
par exemple l’erreur peut atteindre quelques dixiémes de degré quand une 
légére couche de buée se dépose sur la paroi extérieure du cryostat 2). Tou- 


1) On sait que l'appareil 4 pénombre, pour une intensité donnée et un angle de pénombre 
donné, permet de repérer le grand axe d'une lumiére elliptique avec une précision du méme 
ordre de grandeur que pour |’ orientation d'une vibration rectiligne, mais sous la condition 
que le demi angle de pénombre soit nettement supérieur a l'ellipticité. Naturellement la 
précision est d’ autant moindre que |’ angle de pénombre imposé par cette derniére conditon 
est plus grand, 


2 ss . . = . fea 
) Nous avons remedié le mieux possible a cet inconvénient par I’ emploi d'un ventilateur 
a air tiéde. 
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tefois, comme les erreurs ne sont pas systématiques le tracé des courbes ne 
présente guére d’ambiguité. 

L'électro-aimant est un appareil WEISS grand modéle. L’étalonnage du 
champ en fonction du courant a été établi en valeurs relatives par la rotation 
magnétique de la tysonite elle-méme, dans le cas ow l'axe optique et le 
faisceau lumineux sont paralléles au champ, a la température de 20°.3 K. 
Les mesures des rotations comportent une grande précision relative car les 
vibrations restent rectilignes et de plus la rotation est trés grande (368° 
dans le champ maximum). A cette température qui nest pas trés basse la 
rotation est encore presque proportionnelle au champ ; toutefois il a été tenu 
compte de l’écart a la loi linéaire, qui a ete calculé par la loi en tangente 
hyperbolique établie pour des températures plus basses ; cet écart n'est que 
de 0.296 % dans le champ maximum de 26985 g (courant 150 amp. distance 
des piéces polaires 14 mm). Cette extrapolation de la loi obtenue aux tempeé- 
ratures les plus basses ne serait pas légitime s'il intervenait d'une facgon 
appréciable a 20° K. d'autres niveaux d’énergie, c'est a dire au point de 
vue particulier de la rotation paramagnétique de nouvelles bandes d’absorp- 
tion actives; mais le fait que la dispersion rotatoire magnétique reste 
pratiquement la méme 4 20° qu’aux températures obtenues avec l’hélium 1) 
montre que l'influence d'autres bandes ne compte guere: par conséquent la 
correction a la loi linéaire admise ici est justifiée avec une approximation 
trés suffisante. 


§ 3. Remarques sur la loi de la rotation dans des directions obliques sur 
l'axe optique. 
La formule (1) représente seulement la tangente a l'origine de la loi réelle 


H 
et ne peut étre appliquée que pour les faibles valeurs de T 


A la suite d’expériences (non publiées) faites il y a quelques années aux 
températures de 4°.2 et de 1°.7 K., nous avons pensé que la loi pourrait 


étre la suivante: 


ce] H sin6 
0 = 0a tg hyp he Be +oon tg hyp ae ca emis IE) 


OU 00A,Q0eNn sont les rotations 4 saturation relatives a la direction de l’axe 
optique et a la direction normale dans le plan de l'axe et du champ; fs le 
magnéton de BOHR; na ne les nombres de magnétons. 

Les expériences en question, pour lesquelles tgr:—O, sont représentées 
dans les limites d’approximation des mesures par le premier terme de cette 
formule; malheureusement la justification théorique fait défaut. 

Il est beaucoup plus rationnel de penser, avec M. H. A. KRAMERS, que la 


1) JEAN BEQUEREL et W. J. Dd HAAS, Comm. Leiden No. 199; Journal de Physique S. 


VI, T. X, p. 283 (1929). 
60 


Proceedings Royal Acad. Amsterdam, Vol. XXXIII, 1930. 
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méme tangente hyperbolique devrait figurer dans les deux termes, et qu’on 


devrait avoir 


; 3 nN, ua 
o=| onan cos 8+ gan sin 8 19 | tg hyp er 0 eee 6) 


avec 


n. =V na? cos? 6 + nn sin? 6 
, is lee i : 
Les formules (5) et (6) donnent la méme loi linéaire quand T est trés 


petit; elles donnent encore le méme résultat aux trés basses températures 
lorsque le champ est normal a l'axe optique, mais elles different dans les 


Anat a 
autres cas, en particulier lorsque tg r==0 et que 0 est voisin de 3! la formule 


(6) est en desaccord avec les résultats des expériences auxquelles nous 
venons de faire allusion. 

En conséquence, pour les expériences avec l’hydrogéne liquide, nous 
avons adopté la formule (5), malgré les difficultés théoriques qu'elle sou- 
léve. Nous devons d’ailleurs remarquer qu’a ces températures |'écart entre 
les valeurs de o données par les formules (1) (5) et (6) est presque 
négligéable : 


§ 4. Résultats des expériences. 

A la température de 20°.32 nous avons opéré par les méthodes a et b. 

Dans les expériences par la méthode a, l’axe optique a d’abord été amené 
a étre paralléle au faisceau lumineux (position zéro) et le champ orienté 
suivant la méme direction, de maniére a mesurer la rotation suivant l’axe 
optique. Correction faite de la rotation du cryostat, nous avons trouvé 
—367°.8, dans un champ de 26985 g. Admettant pour na la valeur 1.057. 
qui résulte des derniéres mesures aux trés basses températures1!), la loi en 
tangente hyperbolique donne 


© .a— — 3909°.0 (pour l’épaisseur 1.866 de la lame). 


On en déduit, pour les champs faibles la constante de VERDET, rapportée a 
l'épaisseur de 1 cm (supposée mesurée a la température ordinaire). 


V = OwrANA MB — fe) 
A Page O7073233 


La rotation longitudinale ayant été mesurée, nous avons amené ]'aimant 
dans la position zéro (champ normal au faisceau), puis obliqué l’aimant, 


1) Dans les premiéres expériences nous avions pensé que Je moment magnétique pouvait 
etre exictement le magnéton. La valeur ci-dessus résulte d'une connaissance plus exacte 
des t-mp*ratures, d'un étalonnage du champ en fonction du courant plus précis en valeurs 
absolues, et aussi de meilleures mesures des rotations (analyseur & pénombre). Nous avons 
adopté les valeurs np = 0,92164 10-20, K = 1,37089 10—16 d’aprés M. BIRGE. 
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dans un premier sens, d'un angle y d’environ 4° a partir de la position zéro. 
L’aimant ayant été fixé, les rotations @ du grand axe ont été mesurées dans 
le champ constant de 26985 g et pour les deux sens opposés d’abord dans 
la position zéro du cristal, puis en faisant tourner le cristal dans le méme 
sens que l’aimant de 2°, 4°, 5°, 6°. Les mémes opérations ont été recom- 
mencées en donnant a l’aimant et au cristal les orientations symétriques par 
rapport au faisceau. 

Les angles y dont on a fait tourner |'aimant a partir de sa position zéro ne 
pouvant étre que grossiérement évalués sur le cercle gradué de la plate 
forme, on déduit I’angle moyen, par application de la loi du cosinus, des 
rotations mesurées quand le cristal est 4 la position zéro. Nous avons trouvé 
y= 4°.046; par suite les mesures se rapportent aux angles 


6 = 90° — 4°.046 + i (i= 2°, 4°, 5°, 6°). 


La courbe expérimentale représentant la rotation du grand axe en fonction 
de i ayant été tracée, on lit sur le graphique l'incidence i pour laquelle 
o’ =0, c'est a dire pour laquelle la rotation observée est égale a l'effet du 
cryostat 1); on trouve 5°.245. Ecrivant que le second membre de (5) est 
nul, et prenant la valeur de ny trouvée dans les expériences aux tres basses 
températures2) pour une normale a l’axe optique faisant avec un axe 
binaire diagonal sensiblement le méme angle (n= 0.687) on obtient 
Qo N ==—2005°.0. 

La formule (5) permet maintenant de calculer @ pour toutes les incidences 
qu'on veut, et les formules 2, 3, 4, donnent @’. 

Le tableau suivant permet la comparaison des valeurs de @” calculées et 
des valeurs mesurées, sauf pour l'incidence de 6°, pour laquelle la biré- 
fringence commence 4 étre génante, la concordance est excellente. 


i 0° 22 4° 5° oo 
o’ observée et — 26°.035 — TOC mee 60 07 1-197 037.08 
corrigée du 
cryostat 
o calculée —_ 26°.035 —16°.099 —6°.073 —1°.163 + 3°.403 


L’une des courbes de la figure 2 représente en fonction de i les rotations 
o’ calculées; les points marqués correspondent aux valeurs mesurees. 

Dans l'application de la méthode b, nous avons tourné le cristal et 
l'aimant de 4° a partir des positions zéro (angle mesuré avec la précision 
de la demiminute sur le cercle gradué lié a la tige de support du cristal). 
La partie gauche de la figure (3) donne les rotations 9’ en fonction de H; 
les courbes I et II se rapportent 4 une méme position du systéme et a des 


1) A cause de la biréfringence du cristal, la rotation due au cryostat pour g = 0 est 
; (1 + cos 27g), « étant la rotation propre du cryostat (voir la note sur les expériences a 


la température du nitrogene liquide). 
2) Ces expériences feront objet d'une autre note. 


60* 


934 


sens opposés du champ; les courbes III et IV se rapportent a la position 
symétrique de la premiére. Bien que quelques mesures soient erronnées de 
0°.2 a 0°.3, le tracé des courbes est assez str. 


Rotations 10 yrano axe 


Angles ‘incidence 


o Mesures brutes} 
- Mesures corrigi 
_parletrace de 


O14 5000 10000 000 =. 20000 25000 Oy. 5000 10009 15000 =. 20000 25000 


Bignas: 
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On remarque immédiatement une incurvation des lignes qui révéle sans 
aucun doute une petite variation (atteignant 0°.13) de l’angle 6 en fonction 
de l'intensité du champ1). Cette écart équivaut a une erreur de réglage 
variable avec H, mais parfaitement déterminée pour chaque intensité: nous 
savons (§ 2) que son influence est éliminée dans la moyenne des 4 mesures 
correspondant a une méme intensité du champ. 

On voit encore que les courbes ne sont pas symétriques par rapport a 
l'axe des abscisses; ceci provient des erreurs de réglage sur l’orientation 
de la vibration incidente ainsi que sur les positions zéro du cristal et le 
l'aimant. 

Corrections faites de l'influence du cryostat, les différences @—@’ ont 
été calculées comme nous |’avons expliqué plus haut. La rotation proprement 
dite o est représentée en fonction de H sur la partie droite de la figure 3. 
La courbe, qui est bien voisine d'une droite, a été calculée par la méthode 
des moindres carrées en relevant pour diverses valeurs de H les ordonnées 
des courbes I, II, II], IV, et admettant pour ny la valeur 0.687. Les points O 
représentent quelques valeurs obtenues d’aprés les lectures sur les courbes, 
tandis que les points [] correspondent aux mesures brutes, non retouchées 
par le tracé des courbes. 

La valeur trouvée pour 0.y est —1996.0; elle ne différe que de 0.45 % 
de la valeur donnée par la méthode a. 

En résumé, nous obtenons 


; . Ones Vins 
méthode a @on—=— 2005 ares 0.5129 WA eta 0.3334 | Constantes de 
a VERDET pour 
méthode b o#n=— 1996.0 QoN 95196 —=0.3318\champs faibles 
; OwA Va 


Il est A remarquer que la valeur obtenue pour Qon dépend essentielle- 
ment de la valeur adoptée pour ny; or la valeur deny est assez incertaine, 
d'abord parce que l’orientation des axes binaires par rapport au champ 
n'est pas rigoureusement la méme que dans les expériences aux trés basses 
températures, et surtout parce que l’extrapolation jusqu’a 20° K. de la valeur 
trouvée a 1°.7 K. pour nw peut étre illégitime. On ne peut donc pas con- 
sidérer comme précises les valeurs données ici pour Quon; néanmoins la 


valeur du rapport —~ est déterminée avec une bonne précision, car la loi de 


Va 
la rotation étant presque linéaire a 20° K. (et encore a 14° K.), ce rapport 
devient pratiquement indépendant de l'incertitude possible sur ny et sur Qon. 
Les expériences 4 14°.23 K. ont été faites seulement par la methode a. 
Nous avons opéré comme a 20°.3 et les résultats (fig. 2) sont les suivants : 
H —26985 g.; angle du champ avec la normale au faisceau 3°.975. 


1 Nous examinerons dans une autre note les causes possibles de cette variation. 
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incidences 0° 2g Be 4° 5° 6° 
o’ mesurée — 35°.38 — 219.32 — 14°18 — 7°.26 +0.08 -+ 6.68 
o’ calculée —35°.55 —21°.31 — 14°13 — 6°.94 +0.05 + 6.53 


Oma = — 3806°.4 Quan = — 1743.7 oA = 0,458 = 0.297, 

La conclusion est que le rapport des pouvoirs rotatoires suivant une 
direction faisant un petit angle (3° environ avec un axe binaire diagonal) 
et suivant l’axe optique, trouvé égal a 0.579 a la température de 77°.5 K.1) 
diminue 4 mesure que la température s abaisse. 

De plus, les expériences 4 la température de 20°.3 K. montrent que la 
méthode b, c'est a dire le procédé de mesure de la rotation normale a l’axe 
rt 
or 
direction du champ, peut inspirer confiance, malgré les difficultés expéri- 
mentales, puisque cette méthode donne pratiquement les mémes résultats que 
la méthode a, qui dans les nombreuses mesures a 77° K. s'est montrée trés 
stire. L’'intérét de cette remarque réside dans le fait que pour déterminer aux 


par le maintien d'un angle constant, voisin de —, entre l'axe optique et la 


: A ee H 
plus basses températures réalisables la loi de la rotation en fonction de = 


de 
(et par suite la loi de l’aimantation), la méthode b est la seule qui puisse 
étre utilisée; la méthode a, par exemple, employée avec un grand nombre 
de valeurs de H, nécessiterait des opération beaucoup trop longues dans le 
temps trés restreint des séances avec l'hélium liquide. 
Nous adressons nos vifs remerciements 48 M. VAN DEN HANDEL dont l'aide 
nous a été précieuse dans la réalisation des expériences. 


') A la température de 293°K le rapport de la rotation normale a la rotation paralléle 
a l'axe a été trouvé égale a 0,83, mais nous ne savons pas a quel axe binaire se rapporté 
ce résultat. 


Physics. — Anisotropie magneto-optique dans un plan normal a l'axe opti- 
que d'un cristal hexagonal. Pouvoirs rotatoires paramagnétiques et 
moments magnétiques dans des directions voisines des axes binaires, 
aux trés basses températures. Par MM. JEAN BECQUEREL et W. J. 
pE Haas. (Communication N°. 211c of the physical laboratory, 
Leiden.) 


(Communicated at the meeting of November 29, 1930). 


§ 1. Méthode de mesure. 

Le cristal employé est la tysonite, dont l'étude a déja fourni de nombreux 
renseignements sur la polarisation rotatoire paramagnétique et a permis, en 
particulier, d’établir aux trés basses températures la loi d'aimantation en 
forme de tangente hyperbolique dans la direction de l'axe optique. 

La méthode de mesure a été décrite sous la désignation de ,,méthode b” 
dans une note antérieure1) relative au pouvoir rotatoire paramagnétique 
normal a l'axe optique aux températures réalisables avec l'hydrogéne liquide. 
Nous prions le lecteur de se reporter a cette note pour la discussion de la 
méthode et les détails expérimentaux, et nous nous bornons ici a rappeler 
le principe: le faisceau incident polarisé (vecteur electrique normal a l’axe 
optique) tombe sous une incidence i connue, assez faible pour que la biré- 
fringence ne diminue pas trop la précision des mesures, sur une face de la 
lame cristalline taillée normalement a l'axe optique; on oriente le champ 
magnétique perpendiculairement a l'axe optique; le cristal est d’ailleurs 
disposé dans sa monture de maniére que l'un des axes binaires se trouve 
ainsi dans une direction voisine de celle du champ magnétique Giga dye 


axe ; 
; rayon 
optique réfracte 


Riga le 


1) JEAN BECQUEREL et W. J. DE HAAS. Comm. N°. 211b. 
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Nous rappelons encore qu'on opére les réglages de la maniére suivante : 
on améne d'abord le mieux possible l'axe optique a étre paralléle au faisceau 
lumineux, puis on tourne I'aimant jusqu’a la position ot la rotation magneé- 
tique est nulle: en principe le champ est alors. perpendiculaire a l’axe 
optique. A partir des ,,positions zéro’”’ ainsi adoptées pour le cristal et pour 
l'aimant, on tourne le cristal et l'aimant du méme angle i dans un premier 
sens et on mesure les rotations du grand axe de la lumieére elliptique pour 
deux sens opposés du champ. On recommence en tournant le cristal et 
l’aimant de l'angle i en sens opposé a partir des positions zéro. La moyenne 
des valeurs absolues des 4 mesures obtenues pour les deux positions symé- 


i Al 
triques et les deux sens du champ (pour une méme valeur de 7? donne 


pratiquement le méme résultat que si les erreurs initiales de réglage du cristal 
et de l'aimant étaient nulles, et par conséquent que si le champ était 
exactement normal a l’axe optique; cette moyenne élimine aussi ]'influence 
de l'erreur sur l’orientation de la vibration incidente, qui, pour l’application 
des formules employées pour passer de la rotation @’ du grand axe a la 
rotation 9 proprement dite, doit étre perpendiculaire au plan de l’axe optique 
et du champ. 

La condition essentielle a réaliser est de faire tourner le cristal et laimant 
du méme angle i1). Nous avons exposé précédemment la méthode de l'index 
sous microscope qui permet de faire ce réglage d'une facon presque parfaite, 
ou tout au moins de connaitre avec une précision suffisante la variation de 
l'angle de l’axe et du champ, variation dont il est facile ensuite de tenir 
compte 2). 

Pour obtenir — ce qui est l'objet des présentes recherches — la loi de la 
rotation paramagnétique en fonction de _ il faut é¢videmment sortir franche- 
ment de la région linéaire, et par conséquent opérer aux trés basses tempé- 
ratures. Les expériences ont été faites A des températures trés voisines de 
1°.7 K. La pression de I'hélium a été soigneusement surveillée pendant 
toutes les séries de mesures et fréquemment notée; les heures des mesures 
ont été aussi notées plusieurs fois au cours de chaque série, de sorte qu'il 
a été possible, par interpolations, de connaitre avec une bonne approximation 
la température a laquelle se rapporte chaque mesure de rotation. D’ailleurs 
la variation de température n’a jamais dépassé 0°.015 au cours d'une méme 
série, ni 0°.020 d'une série 4 une autre. 

Deux lames cristallines ont été employées: l'une d'épaisseur 1.866 mm., 
l'autre de 0.675 mm. Le rapport des épaisseurs, qui demande a étre connu 


1) A la température de 1°.7 une erreur de 1 minute introduit une composante de la 


rotation suivant l’axe optique de 1°.05 pour la lame cristalline d’épaisseur 1.866 mm., dans 
le champ maximum (26985 g). 


7) A un déplacement de l'index de 1 division de l'échelle du microscope correspond une 


composante longitudinale de la rotation égale a 0°.158 pour la lame de 1.866 mm, dans 
le champ maximum. 


Se) 


avec précision pour la comparaison des résultats, a été déterminé autrefois 
par des mesures directes au comparateur et par des mesures de rotation 
magnétique (axe optique paralléle du faisceau et au champ) a une méme 
température: les deux procédés ont donné au milliéme prés le méme 
chiffre (2.762). 

Les appareils sont ceux qui ont servi pour les expériences avec "hydro- 
aéne liquide: electro-aimant WEISS grand modéle; polariseur 4 champ 
normal; analyseur 4 pénombre (double prisme de LIPPICH). 

Les mesures se rapportent a la radiation verte du mercure. 


§ 2. Etude des résultats. 

Il a fallu plusieurs séances pour réussir a faire correctement les réglages 
et a effectuer un nombre suffisant de mesures dans le temps limité (4 heures 
au plus) dont on dispose avec I’hélium liquide1). Les premiers essais ont 
seulement montré qu’a la température de 1°.7 la rotation normale a laxe 
optique n'est plus proportionnelle au champ, mais que l’écart a la loi linéaire 
est nettement moindre que pour la rotation suivant l'axe. Dans la derniére 
séance, nous étions assez exercés pour effectuer les réglages et les 
manoeuvres a la fois rapidement et correctement, et nous avons eu le temps 
de faire les mesures avec 20 valeurs de l'intensité du champ. 

Nous avons d’abord utilisé la lame mince (0.675 mm.) avec un angle 
d'incidence de 4°; nous iqnorions l'orientation des axes binaires ; il a été 
reconnu plus tard que nous avons eu la chance d'orienter un axe binaire 
diagonal au voisinage de la direction du champ (angle 4°.1). 

Aprés disparition de l’hélium un nouveau remplissage a été fait et nous 
avons amené entre les pdles la lame de 1.866 mm., que nous avions cherché 
4 orienter dans sa monture de maniére a rendre un axe apothéme a peu pres 
paralléle au champ; en réalité il y avait un angle de 1°.42). L'incidence a 
été réduite a 2°, a cause de l'influence de la biréfringence, plus génante 
qu’avec la lame mince. 

Dans le dépouillement des résultats, les rotations mesurees ont été d’abord 
corrigées de l’effet du cryostat 3), puis on a construit les courbes des rota- 


tions du grand axe de la lumiere elliptique en fonction de = La figure (2) 


représente ces courbes pour le cristal de 0.675 mm. (i= 4°): les courbes 


1) Aprés disparition de hélium on peut faire un nouveau remplissage, mais tous les 
réglages sont a recommencer. 

2) La tysonite étant hexagonale, les axes binaires sont paralléles les uns aux diagonales 
de l'hexagone, les autres aux apothémes. 

3) Nous rappelons qu’a cause de la biréfringence du cristal, la rotation die au cryostat 
est en principe différente de la rotation propre du cryostat. L’effet du cryostat se calcule, 
pour chaque incidence sur le cristal et pour chaque valeur de la rotation par des formules 
données dans une note précédente. Ici les incidences sont assez faibles pour que cette correction 
de correction soit négligeable. 

La rotation propre du cryostat est « = «9 H sin y, ou x est l'angle du champ et de 


la normale au faisceau (ici 4° et Dey 
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I et II correspondent a une position du systéme aimant-cristal et 4 deux 


3000 6000 9000 12000 15000 


AH. 
aE 
Fig. 2. 


sens opposés de H; les courbes III et IV se rapportent a la position symé- 
trique par rapport au faisceau. La figure (3) donne les courbes relatives a la 


1S° 


if 


+ 


= 


Rotations P du grand axe 


y_. 3000 6000 9000 12000 15000 
Bigi 3: 


O41 


lame de 1.866 mm. (i= 2°). Les points marqués représentent les rotations 
mesurées (corrigées du cryostat). 

Malgré quelques imprécisions nettement visibles, le grand nombre de 
points permet un tracé.des courbes assez sir. 

L’'incurvation des lignes (déja signalée 4 propos des expériences a 20° K.) 
et l'existence de courbures de sens contraires, sont frappantes; il convient 
d’en chercher la cause. Considérons, par exemple, la figure (2). Supposons 
que les réglages soient parfaits, que l’angle d'incidence soit rigoureusement 
le méme dans les deux orientations symétriques du cristal, et que le champ 
soit toujours exactement normal a l’axe optique: les courbes I et IV corres- 
pondant aux deux angles i égaux et de sens contraires et a deux champs de 
sens opposés devraient étre confondues, et les courbes II et III confondues 
aussi devraient étre symétriques de (I—IV) par rapport a l’axe de 
rotation nulle. Sur la figure (2), la symétrie presque parfaite des courbes 
I et II d'une part, III et IV d’autre part montre que les réglages optiques se 
sont trouvés excellents; de plus le point d'intersection des courbes I et IV 
et celui des courbes II et III correspondent 4 la méme abscisse, qui est 
presque exactement l’abscisse du champ maximum : ceci prouve que pour le 
champ maximum, l’axe optique et le champ sont rectangulaires1); cest 
d’ailleurs avec le maximum d’intensité de H que le réglage de l’orientation 
de l'aimant a été fait, l’axe optique étant paralléle au faisceau (opération 
d'une extréme sensibilité) 2) ; on voit ainsi avec quelle précision la méthode 
de l'index sous microscope a permis de tourner le cristal et laimant du 
méme angle. 

Mais d'autre part la séparation des courbes I et IV, II et III prouve 
l'existence, quand le champ n’a plus le maximum d'intensité, d’une compo- 
sante longitudinale (suivant l'axe optique) de la rotation; par conséquent 
l'angle de l’axe optique et du champ, tout en restant trés voisin de oe est 
fonction de l’intensité du champ 3). 


1) On voit sur la figure (3) que les réglages aux la lame de 1.866 mm ont été moins 
satisfaisants qu’avec la lame mince, mais cela n'influe pas sur les résultats définitifs, d’aprés 
la méthode des moyennes. 

Nous signalons qu'une petite erreur a été faite dans la rotation du méme angle du cristal 
et de l'aimant, pour une des séries de mesures (elle a été rectifiée ensuite). La variation 
d'angle a été constatée et mesurée (0.6) par la position de l'index sous le microscope. 
Cette erreur n'a pas été corrigée sur la graphique figure (3), ou la courbe II est de ce fait 
un peu trop haute, mais naturellement il a été tenu compte, dans les calculs définitifs de 
la petite composante longitudinale qu'elle introduit. 

2) La précision dépasse le dixiéme de minute, car pour 0.1 minute d'écart il apparait 
une rotation de 0°,1 facilement visible avec l’analyseur. 

3) Ce fait apparait d'ailleurs nettement dans le réglage initial de l'aimant: lorsque l'axe 
optique étant paralléle au fasceau, on a amené l'aimant dans l’orientation pour laquelle 
avec H maximum la rotation magnétique est nulle, on constate qu’en diminuant |'inten- 
site du champ l'égalité des plages de l'analyseur ne se conserve pas; la petite rotation 
magnétique qui apparait passe par un maximum, de méme qu'il y a pour les courbes un 
maximum de l’écart. 
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Cet effet parait tres complexe. Pour l’expliquer on peut supposer que sous 
l'action du couple s’exercgant sur le cristal paramagnétique la tige supportant 
le cristal subit une petite torsion; une autre hypothése est que la direction 
moyenne des lignes de force varie légérement avec l'intensite du champ; il 
y a plusieurs causes possibles de cette variation: une déformation élastique 
de tout l'appareil, l’obliquité des bobines sur l’'axe géométrique de I’aimant, 
et surtout l'existence au milieu des pdles de petits trous de 1 mm. de 
diamétre 1). 

Il est facile de déterminer d’aprés les courbes I, I], III, [V la composante 
longitudinale 9, de la rotation, qui apparait lorsque l'axe optique n’est plus 
rigoureusement perpendiculaire a la direction moyenne des lignes de force. 
Il suffit de prendre la demi-moyenne des écarts entre les courbes I et IV 
d'une part, II et III d’autre part, pour une valeur donnée de H; car si dans 
les deux positions symétriques du cristal et de l’aimant on donne a H des 
valeurs égales et de signes contraires, la composante longitudinale 9, change 
de signe, tandis que la composante transversale 9,, tg r (r angle de réfrac- 
tion) reste de méme signe. De la valeur de g , pour chaque valeur de H on 
peut déduire l’angle moyen 0, c'est a dire l’angle de l’axe optique et d’un 
champ supposé parfaitement uniforme sur toute l’épaisseur du cristal, qui 
produirait la rotation @ , ”). 


On trouve que la variation A@ de cet angle moyen est représentée en 
fonction de H par une courbe affectant une forme quasi-parabolique ; entre 
0 et 27000 gauss, A@ atteint 0°.20 dans les expériences faites A 1°.7 avec 


la lame de 0™™,675 et 0°.08 avec la lame de 1™™.866; d’autre part AO a 
été de 0°.13 avec la lame de 1™™.866 4 la température de 20°.3. 


') Les mesures longitudinales de la rotation magnétique (axe optique paralléle au 
faisceau et au champ) montrent, par la netteté que conserve le phénoméne méme pour 
les énormes rotations (142), que pour une valeur donnée du courant I'intensité du champ 
se varie que d'une quantité négligeable dans la région comprise entre les trous des pdles; 
mais dans cette région les lignes de force peuvent avoir des directions légérement diffé- 
rentes et variables avec l'intensité du champ; il n’en résulte d’ailleurs aucun touble pour 
les observations longitudinales car cos@ reste pratiquement égal a1 pour toutes les 
directions que peuvent prendre les lignes de force. 

4) Une difficulté se présente au sujet de l'expression de o,- Nous avons exposé la 
question dans le mémoire précédent; nous rappelons ici que des expériences anciennes 
sont en accord satisfaisant avec la formule 
na Up H cos 6 

kT 


(4g magnéton de Bohr, na nombre de magnétons pour la, direction de l'axe optique), 


0a—oexatg hyp 


mais cette formule n’est pas justifié par la théorie, tandis gue la formule suivante s'expli- 
querait : 


sual na nepal 
OA=Oxa a cos 6 tg hyp [PF of n= Von COS On sin 1 


(nx, nombre de magnétons, suivant la normale a l'axe). Cette derniére expression de Oa 


étant en désaccord avec l'expérience, nous avons adopté la premiére, qui donne ici Ca 
linéaire car cos @ est excessivement petit. 


943 


Ces résultats sont 4 premiére vue assez déconcertants. Voici une inter- 


prétation possible, mais qui n'est nullement garantie: les valeurs de AO 
obtenues a 20°.3 et a 1°.7 avec la méme lame de 1™™.866 disposée au méme 
point de la monture sont incompatibles avec l’hypothése que la variation 
de @ serait die uniquement a la torsion de la tige, puisque cette variation est 
plus grande a 20°.3 qu’a 1°.7 alorsque le couple qui s’exerce sur le cristal 
est beaucoup plus petit. Il semble qu'il y ait ici deux effets: un changement 
d'orientation des lignes de force, et une petite torsion de la tige dans le 
méme sens, probablement négligeable a 20° k, mais sensible a 1°.7, compen- 
sant en partie l’effet de la variation des lignes de force. 


La comparaison des /@ pour les deux lames, 4 la méme température de 
1°.7, est difficile parce que la lame mince était placée prés de l’extremité 
libre de la tige, ce qui accroit la torsion. I] semble toutefois que le couple 
exercé sur cette lame mince soit faible, puisque d’aprés ce qui précéde, la 


torsion aurait pour effet de diminuer 6 alors qu'ici nous trouvons une 
valeur plus grande. La comparaison des résultats pour la lame mince et la 
lame épaisse parait alors montrer que la variation d'orientation des lignes 
de force est localisée dans la région, d’épaisseur de l’ordre du millimétre, 
située vis a vis des trous des péles: pour la lame mince, nous avons sur 
toute son épaisseur l'effet du changement d'orientation, mais pour l'autre 
lame, qui déborde sur le cylindre ayant les trous pour bases, nous faisons 


intervenir, en prenant l’épaisseur totale 1.866 mm pour le calcul de L\G, des 
régions ow la direction des lignes de force ne change pas, ce qui diminue la 


valeur trouvée pour A6. 

Quoi qu'il en soit, l'angle de l'axe optique et du champ a une valeur 
parfaitement déterminée pour chaque intensité du champ et indépendante 
du sens du champ; l'effet en question équivaut donc a l'effet d'une petite 
erreur de réglage. Nous savons que la moyenne des 4 valeurs absolues des 
rotations obtenues, pour une valeur donné de H, donne pour la rotation 
transversale un résultat correct, ainsi que nous l’avons expliqué dans le 
mémoire précédent 1). 

Revenons donc au dépouillement des résultats. Les valeurs de la rotation 
o’ du grand axe de la lumiére elliptique ont ete relevées pour une vingtaine 


de valeurs de T sur les courbes expérimentales, qui corrigent le mieux 


possible les erreurs accidentelles de mesure. D’autre part une courbe 
auxiliaire, construite de la maniére indiquée a la fin du § 1 du mémoire 
précédent, donne pour chaque valeur de o’ la différence o—o’ entre la 


1) En toute vigueur, il subsiste ici une petite cause d'erreur: la rotation paramagnétique 
i i Ey il bl 
est fonction de a et nos courbes sont construites en fonction de Ti d‘autre part il semble, 


d'aprés ce qui vient d’étre dit, que l'angle soit fonction de H seul. Si T n'est pas constant, 
la compensation par la moyenne des 4 mesures n'est plus rigoureuse. Mais la température 
a tellement peu varié que cette erreur peut-éetre négligée. 
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rotation 9 proprement dite (c'est a dire abstraction faite de la biréfringence) 
et la rotation du grand axe 1). Les valeurs calculées de g—g’ ont été ajoutées 
aux valeurs de 0’ relevées sur les courbes. 

Enfin, pour rendre comparables les résultats obtenus avec les deux lames, 
les rotations qui sont proportionnelles a l'épaisseur et a la tangente de 
l'angle de réfraction ont été divisées par e tg r 2). Nous avons ainsi les 
rotations suivant des normales a l'axe optique, voisines des axes binaires, 
rapportées a l'épaisseur de 1 millimetre: elles sont représentées en fonction 


de >. par les deux courbes en traits pleins de la figure (4). 


Ss 
Ss 


So 
ao 
2 


Ss 
Ss 


Rotations magnétiques ¢ changees de signe) 


l=} 
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|= 


Bigu: 


§ 3. Lvanisotropie paramagnétique et les moments magnétiques au 
voisinage des deux espéces d axes binaires. 

Un fait remarquable est que les rotations magnétiques suivant les deux 
espéces d’axes binaires sont différentes. L’écart entre les deux courbes est 
considérablement supérieur aux erreurs possibles. 


1 a] 44e ~ . * 

) is calculs de (ep—g’ ont été trés compliqués, car a cause des faibles incidences 
SEG nous avons tenu compte du fait que les faces des lames n’étaient pas exactement 
apr a : axe de rotation. L’angle (désigné par « au § 1 du mémoire précédent) entre 
se eke a de rotation (ou entre l'axe optique et le faisceau lumineux dans la position 
initiale de réglage), a été trouvé de 0°.8 

h .8 pour la lame de 1.866 mm et de 2°.6 
lame de 0.675 mm. Pa de 

2 . , , . . . . 

) i encore l'erreur d'orientation « intervient un peu ; il faut remplacer tg par le rapport 
entre le foonce oe l'angle du champ et du rayon réfracté et le cosinus de l'angle de réfraction; 
ce rapport est d’ailleurs excessivement voisin de la valeur de tgr obtenue en negligéant « 
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C'est le premier exemple d’un phénoméne optique anisotrope dans un 
plan normal a l’axe optique d’un cristal uniaxe. A vrai dire, la cause ne 
réside pas dans une anisotropie des propriétés purement optique (le cristal 
ne serait plus uniaxe) ; elle est due a l’origine paramagnétique du phéno- 
méne, et a une anisotropie magnétique: en effet les deux courbes ne 
différent pas seulement par la grandeur des ordonnées ; elles différent par 
leurs courbures; on le voit d'une facon frappante en relevant, par un 
changement d’échelle des ordonnées, la courbe du bas de maniére a la faire 
passer par le dernier point de la courbe du haut (courbe tracée en pointillé 
sur la figure (4)). 

Il était naturel de supposer que la rotation paramagnétique suivant une 
direction normale a l’axe optique pouvait étre représentée par une loi en 
forme de tangente hyperbolique comme la rotation suivant l’axe optique. 
Admettant cette hypothése, nous avons vérifié son exactitude et déterminé 
de la facon suivante les valeurs les plus probables des moments magnétiques 
et des rotations A saturation: on obtient d’abord une valeur approchée du 
moment magnétique en prenant le rapport entre l’ordonnée du dernier point 
et l’ordonnée du point correspondant a l’abscisse moitié de celle du dernier 
point; ce rapport permet, a l'aide d'un graphique auxiliaire, de déterminer 
une valeur approchée de l'argument de la tangente hyperbolique pour le 
dernier point, d’ot l'on déduit le moment magnétique. On considére ensuite 
l'ensemble des points et l’on calcule, par la méthode des moindres carrés, 
l’écart le plus probable 4 la valeur du moment magnétique provisoirement 
adoptée, ainsi que l’asymptote. 

Avec le tracé adopté des courbes expérimentales, dont les figures (2) et 
(3) sont une réduction, on trouve (uw, étant le magnéton de Bour) 1): 


champ oblique de 4°.1 sur un axe binaire diagonal; T moyenne 1.702 
| [i= 0.687 fin 20,N,—= 920° 

js ; ee See eet is apothéme; T moyenne 1.704 
w= 0.547 us 0,,N, = 561°. 


Les rotations A saturations sont rapportées a l’épaisseur, de 1 millimetre. 
Sur la figure (4), les courbes tracées sont calculées d’aprés ces chiffres ; les 
points marqués sont ceux qui résultent des courbes expérimentales. Les 
écarts n'ont rien de systématique et sont presque négligeables. On peut donc 
considérer la loi en forme de tangente hyperbolique comme extrémement 
probable pour les rotations suivant une normale a l’axe?). 

Les rotations a saturation suivant les deux espéces d axes binaires sont 
les mémes; ce résultat était bien probable: la rotation a saturation est, en 
effet, déterminée uniquement par l'intensité d’absorption de la bande active. 


1) Nous avons adopté les valeurs np = 0.92164 10~7° Const. de Boltzmann K = 1.37089 
10~'° d’aprés M. Birge. 

2) En raison de la faible courbure, d'autres lois donneraient encore des courbes voisines 
de la courbe expérimentale, mais il y aurait des écarts systématiques. 
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On retrouve, dans I'égalité des 0, , l'isotropie optique du cristal uniaxe pour 
toutes les directions normales a l’axe optique. 

Il convient de discuter la précision des résultats. Les chiffres ci-dessus 
correspondent aux tracés des courbes fig. (2) et (3) gui ont paru repré- 
senter le plus fidélement les mesures et qui sont en quelque sorte des tracés 
moyens entre les tracés extremes compatibles avec les mesures. Nous avons 
essayé divers autres tracés et chaque fois recommencé les calculs (par la 
méthode des moindres carrés); les valeurs des moments magnétiques 
obtenus ne peuvent pas s’écarter de plus de 0.01 u, des valeurs précédentes. 

Les calculs qui précédent ne tiennent aucun compte de la rotation diamag- 
nétique, qui est inconnue mais qu’on peut affirmer étre presque négligeable 
vis a vis de la rotation paramagnétique. Si l'on admet, pour avoir un ordre 
de grandeur, une rotation diamagnétique égale a celle du sulfure de carbone 
(ce qui est probablement exagéré) on trouve que les moments magnétiques 
sont abaissés de 0.002 u,. 

Signalons encore qu'une petite erreur peut provenir du fait que les champs 
mesurés correspondent a la région comprise entre les trous de 1 mm. des 
piéces polaires; la lame de 0.675 mm. est tout entiére dans cette région, 
mais la lame de 1.866 mm. déborde, de sorte que les intensités moyennes 
dans les expériences faites avec cette lame doivent étre un peu plus grandes 
que les intensités adoptées, ce qui abaisse d’autant la valeur de (d’ot une 
différence un peu plus grande entre les deux moments magnétiques) ; mais 
l’erreur est certainement inférieure a 1 %. 

Nous avons dit plus haut que les expériences antérieures 4 celles dont les 
résultats viennent d'étre donnés ont été beaucoup moins précises. Une série 
semble cependant devoir étre retenue, car les erreurs d’angles dans les 
déplacements du cristal et de l’aimant ont été reconnues et suffisamment 
bien évaluées pour que les corrections aient pu étre faites, mais nous n’avons 
pas eu le temps de prendre plus de 5 points. Cette série se rapporte au 
cristal de 1.866 mm., avec champ 4 peu prés suivant un l’axe binaire diago- 
nal. La concordance avec les résultats obtenus ci-dessus avec la lame de 
0.675 mm. est trés satisfaisante: la courbe qu’on peut tracer est excessive- 
ment voisine de la courbe du haut de la figure (4) ; la courbure parait trés 
légérement plus grande (j=0.7 environ) ; peut-étre la direction du champ 
était elle plus voisine de l’axe binaire. 

Nous estimons, en définitive, que les moments magnétiques sont déter- 
minés 4 2 % prés au moins, abstraction faite, pour les valeurs absolues, des 
erreurs possibles sur ]’évaluation des températures et sur les valeurs absolues 
des champs magnétiques 1). 


1) Les valeurs de H ont été mesurées par la rotation longitudinale de la tysonite a 
20°.3 K, ce qui donne des valeurs relative trés précises. Les valeurs absolues résultent de 
la moyenne de 20 mesures de rotation du sulfure de carbone pour la valeur maximum du 
champ, et de |’ application des formules d’ Henri Becquerel et de Bichat. 


Les températures sont évaluées d’aprés |'échelle établie l’'an dernier par M. Keesom et 
ses collaborateurs. 
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Bienque les valeurs de saturation aient été trouvées les mémes a 0.9 % 
prés, il convient de dire que la détermination de @,, comporte un précision 
moindre que celle du moment magnétique: un petit résidu, toujours possible, 
de composante longitudinale de la rotation fausse plus la valeur de @ que 
celle de yu. De plus, la détermination de yw résulte uniquement de la courbure; 
elle est indépendante de la connaissance précise de l'angle d’incidence 
employé; il en est tout autrement de la détermination de @ , 4 cause du 
facteur tg r: or les angles d'incidence sont mesurés seulement a une demi- 
minute prés; une erreur de 0’.5 sur 2° donne déja une erreur relative de 
0.4 %. Enfin pour la comparaison des valeurs de saturation obtenues avec 
les deux lames, il intervient l’erreur sur le rapport des épaisseurs. 

En l’absence de théorie, les questions suivantes restent posées: 

1°. quand la direction du champ ne coincide pas avec un axe binaire, le 
moment magnétique qu'on détermine se rapport-t-il 4 la direction du champ 
ou a une direction un peu différente? En d'autres termes quand le champ 
est normal a l’axe optique, l’aimantation transversale est-elle ou non dirigée 
suivant le champ? 

20, Quelle est la loi de l’aimantation transversale en fonction de l’orien- 
tation par rapport aux axes binaires, loi qu'il faudrait connaitre pour déduire 
des valeurs qui précédent les moments magnétiques suivant les axes eux~- 
mémes? Aujourd’hui on peut seulement dire que si les moments magnétiques 
suivant les deux espéces d'’axes binaires correspondent 4 un maximum et a 
un minimum (ce qui parait naturel, mais n’est pas prouvé) 1), les valeurs 
indiquées ci-dessus sont trés peu différentes de celles qui correspondent 
aux axes. 

Remarquons enfin que le rapport entre le pouvoir rotatoire dans une 
direction normale a l’axe optique et le pouvoir rotatoire suivant l'axe, qui 
dans les expériences antérieures a été trouve de plus en plus petit a mesure 
qu'on abaisse le température, est encore plus petit 4 1°.7 qu’a 14° K. Comme 
les expériences faites aux temperatures de 77°, 20°, 14° K. se rapportent a 
des directions assez voisines d'un axe binaire diagonal, on peut donner le 


Vn 
tableau comparatif suivant, relatif au rapport V, des constantes de 
A 


VERDET 2) (loi linéaire pour 2 assez petit) : 


1M TEAS 20°°32°K: (eS IER NG, (yd 
va 0.58 0.33 0.30 0.21 


A 


1) Tl est possible que les atomes voisins aient une influence réciproque qui complique 
beaucoup le phénoméne. Par exemple, pour le bismuth, la susceptibilité diamagnétique 
n'est pas une fonction simple de l'angle que fait le champ avec les axes binaires. 

2) La constante de Verdet a pour expression, dans le cas de la loi en forme de tan- 


gente hyperbolique. 


ot Oo est la rotation a saturation pour J'épaisseur unite. 


61 
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Physics, — Determination of the susceptibility of Cerium Fluoride at low 
temperatures. By W. J. DE Haas and C. J. GoRTER. (Communication 
N°. 210c from the physical laboratory at Leiden). 


(Communicated at the meeting of November 29, 1930). 


Introduction: The investigations of BECQUEREL and DE HAAS!) on the 
magneto-optical rotation of the plane of polarisation, in the case of light, 
incident in the direction of the axis of hexagonal tysonite crystals at helium 
temperatures led to the equation: 


ue me! 
0 = (0..)ar toh Tar. 


where 0 is the rotation, H the magnetic field in the direction of the axis, 
T the absolute temperature and w about 1.00 BOHR magneton. 

Tysonite is a fluoride of Ce and La with traces of Nd and Pr; the 
optical rotation must be due to the Cet+t ion 1). 

Hunpb 2) calculated the moment of this Cet++-ion and found for its 
value 2.54 BOHR-magnetons (12.6 WEISS-magnetons), which is in fairly 
good agreement with the experimental data (measurements of the 
susceptibility ; see Results) at room temperature. 

BECQUEREL and KRAMERS explain the fact that only one spin is orientated 
in the direction of the axis by the presence of an inhomogeneous electric 
field, wich causes the spin and the orbit of the magnetic electron to be 
uncoupled 3). 

With a view to these investigations and the calculations of KRAMERS 
and BECQUEREL4) on the energy levels in the case of one magnetic 
electron, it seemed of interest to make also measurements of the suscep~- 
tibility over a great range of temperature in order : 

a. to see whether here too the value of one BOHR magneton can occur ; 

b. to compare the dependency of the susceptibility on the temperature 
with the theoretical conceptions. 

In the first place of course we worked with Ce F; (also hexagonal) 5). 


Material and Method. Dr. C. GROENEVELD kindly prepared the Ce Fs 
anhyd r. from the chemically pure Ce(NO3)3 (100 % CeOz) of the 


Auer Comp. 
In a platinum cup the Ce F, was precipitated from the solution by 


1) JEAN BECQUEREL and W. J. DE Haas, These Proc. 32, pag. 536. Comm. Leiden, 193. 

2) BF, Hunp, ZS f. Phys. 33, 855, 1925. 

3) These Proc. 32, pag. 1176, Leiden, Comm. Suppl. 68°. 

4) These Proc. 32, pag. 1176, 1190, Leiden, Comm. Suppl. 68°. 

5) According to Oftedahl ZS. f. Phys. Chem. B, 5, 272, 1929, the crystal structure of 
CeF; is quite analogous to that of tysonite. 
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KE. Then it was dried at 200°—250° (°C) till its weight was constant. 
Finally analysis showed that really the anhydr. Ce Fs had been obtained, 
The measurements were made with the rod method just as has been 


decribed in Comm. 208c. 


Results. 

Ts 4.10 | y’7.10% | "/4’103 | y’T.10*} x’(T + 62)107 
293.0 11.09 11.23 89.09 32.90 39.86 
249.0 12.71 12.8 77 82 32.00 39.97 
203.8 14.89 15.03 66.53 30.63 39.95 
169.5 17.08 17.22 58.07 29.19 39.86 
18 }5),,77 20.14 20.28 49, 10 2 oP 40.00 

USES: 29.16 29 30 34°13 PPh {Pd 40.88 
64.08 32.92 33.06 30225) 2118 41.68 
20.42 Wf 75.8 13.19 15.48 62.47 
N75) 87.3 87.4 aA 14.99 69.18 
14.48 100.7 100.8 9.92 14.60 77.09 


In fig. 1 5 has been plotted against T. 


Corrections for demagnetisation and diamagnetism as in comm. 208°. 
No dependence on the field was observed. At higher temperatures the 
law of CuRIE—WEIss was followed with 6—=—62° and C= 39.93 .10—4, 
which gives p = 12.49 WEISS-magnetons. 

From nitrogen temperatures a deviation occurs analogous to that found 
for Co salts 1), 

Among the detailed measurements of CABRERA2) and St. MEYER 3} 
with the salts of the rare earths the Cet+++ unfortunately is hardly 
represented. 

Only Ce2(SO4)3 .5 HO has been investigated by CABRERA 4) at room 
temperature. Under the assumption that =o these measurements give 
p = 11.89 WEIss-magnetons (W. M.). 

Measurements of ZERNIKE and JAMES 5) with Ces(SO,4)3.8 H.O, which 


') L. C. JACKSON, London, Royal Soc. Phil. Trans A, 224, 1, 1923, Leiden Comm. 163. 
L. C. JACKSON and H, KAMERLINGH ONNES, Proc. Roy Soc. A, 104, 671, 1923, 
Comm, Leiden 1685. 

2) B. CABRERA et DUPERRIER, C. R. 188, 1640, 1929, An. Soc. Esp. 

Fis. y Quim, 27, 671, 1929. 

3) ST. MEER, Phys. Z.S. 26, 51, 478, 1925. 

4) B. CABRERA, CR, 180, 669, 1925. 

>) ZERNIKE and JAMES. Journ, Am. Chem. Soc. L927 
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include a rude determination of the dependence on the temperature, 
Give p==11.7. 

From less accurate and earlier experiments we can deduce: 

p = 11.5 W.M. for CeBrg sol. (DU Boils u. LIEBKNECHT) 1) ; 

p = 11.4 W.M. for Ces(SO4)3 (WEDEKIND) 2) ; 

p = 10.5 W.M. for Ce(NO3)3 sol. (DECKER) 3), 


all under the assumption that the 6’s are 0. 


Discussion. In the case that in the 1/y-T diagram we have a curved 
line it may be useful to give for each temperature the effective number of 


ee Tk 


WEISS magnetons. Then peg can be calculated from c.g = yT in the same 
way as p is found from the CURIE constant c= y4(T — 0) when the law 
of CURIE—WEISS is valid. 

If there is no WEISS field, we have (These Proc. 33, pag. 676, Comm. 
Leiden N°. 208c) 


Ep, 

2-Prg,, C= KT 
(Deg) = E;, 
=  heaeRT. 


This gives a for CeF3 a decrease of Perr — 11.33 W.M. at T =293°0 
to p= 7.55 W.M. at T= 14°48 


AC). ; 
Now in the formula of KRAMERS*4) the constant dD ° is a measure of 


1) Du Bols u. LIEBKNECHT, Ann. d. Phys. 1, 189, 1900, See Int. Cris. I. VI. 
2) WEDEKIND, Chem, Ber. 54. 263, 1921. 

3) H. Decker, Ann. d. Phys. 79, 324, 1926. 

)H 


4) H. A. KRAMERS. These Proc. 32, pag. 1182. Leiden, Comm., Suppl. 68d. 
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the ratio of the STARK decomposition to the doubled separation. When 
therefore this constant has a great positive value we may expect in the 
case of a complete electrical PASCHEN—BACK effect, that the magnetic 
moments both in the direction of the axis and in the one perpendicular to 
it, are one BOHR-magneton, so that for a powder p = 8.6. 


For a powder however p decreases first with decreasing pt 


AC 
4.6 W.M., but increases then again to 12.6 W.M. for D ===ns 


which is the theoretical value according to HUND. 

So the decrease of p.g below 8.6 W.M. is not at all in contradiction 
with the theory. 

To explain the value of 1 BOHR-magneton found for the tysonite we 
must assume however that the STARK-effect decomposition is much greatez 
than the doubled resolution of the free ion. 

From the RONTGEN spectra of the heavier elements we may conclude 
that the screening constant for the 43 electrons1) is about 34. The optical 
data2) point in the same direction. Therefore we may assume the doublet 
resolution do be of the order of 1000 cm—1. 

The Stark effect decomposition had to be still greater, so that even at 
room temperature only the lowest level would be occupied. Thus we should 
find there the same low magneton number. This has not been found 
however for Ce Fs. 

A more detailed theoretical discussion is wanted. 


Summary : 


The susceptibility of CeFs has been measured from 293°.0 K to 14°.33 K. 
At higher temperatures the law of CuURIE—WEISS is followed with 
6 = —62° and c= 39.93 . 10—4, which gives p— 12.49 W.M. 

At nitrogen temperatures and below these, deviations occur, which can 
be described as a decrease of the “effective magneton number” from 11.33 
(Ons 05. 

This result is in disagreement with what we might expect according to 
the present formulation and application of the theory of BECQUEREL and 
KRAMERS, as applied to tysonite. | 

We want to represent our thanks to Mr. J. v. D. HANDEL for his valuable 
help in the measurements. 


1) See RUARK and UREy, Atoms, Molecules and Quanta, pag. 259. 

2) R. C, GIBBS and H. E. WHITE. Phys. Rev. 33, 157, 1929. 

3) Perhaps the suggestion of R. C. GIBBS and H. E. WHITE (loc. cit.), that the funda- 
mental state of the Cet++ion is not «42 F but «52D state, may be of importance. 


Physics. — Zur Ableitung der quantenmechanischen Intensitatsformeln. 


Von H. A. KRAMERS. 


(Communicated at the meeting of November 29, 1930). 


§ 1. In seinem Buche ,,Quantenmechanik und Gruppentheorie”’ hat WEYL 
gezeigt wie man viele Eigenschaften freier Atome an der Hand der irre- 
duzibelen Darstellungen der Drehungen in R; einfach ableitet. Im folgenden 
méchten wir zeigen, dass die aus der Invariantentheorie wohlbekannten 
Bezeichnungsweisen eine elegante Formulierung der WEyLschen Methoden 
erlauben. Die Anwendungsmiglichkeiten dieser Formulierung sind zahlreich; 
als Beispiel zeigen wir wie man mit ihrer Hilfe die Intensitatsformeln 
fiir ZEEMANeffekt und Multipletts ableitet. 

Es seien € und 7 die Komponenten eines »Spinvektors’, d.h. eines 
zweidimensionalen komplexen Vektors; die unitaren Transformationen von 
= und 7 bilden eine irreduzibele Darstellung von Grad 2 der Raumdre- 
hungsgruppe. Die Gréssen €'* "9 '~™ (m=—1, —1+1,... +) ergeben 
eine irreduzibele Darstellung vom Grad 21+ 1 (l= 1, #,...). Andere 
irreduzibele Darstellungen gibt is (ausser der Identitat) nicht. 


§ 2. Wir betrachten ein freies Atom in einem Zustande mit Impuls- 
momentquantenzahl 1; dem Zustande gehéren 21+ 1 Wellenfunktionen 
Lm, die so gewahlt werden kénnen, dass sie sich wie &'+ ™ 7'—™ trans- 
formieren. Wir schreiben symbolisch Ln =5'*™ ni—™, und fassen die L 
zusammen im Symbol: 


Qe (—b8 + any 
wo a, b ein willkiirlicher konstanter Spinvektor ist. 


Bezeichnen wir mit | ar die Integration iiber alle Koordinaten der 


Teilchen, die das Atom aufbauen (die Spinkoordinaten mitgerechnet), so 
finden wir alle 


Em'm — | dt 1B, | tes 
a 
sofort aus: 


foe Q?2! dt =| (oe a5 a*n*)2! (—bE ao an)?! dt — C (a*a + b* b)?! 


Diese Formel folgt sofort aus der Invarianz des Integrals gegeniiber 
Raumdrehungen. Die L kénnen wir uns so normiert denken, dass die 
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Konstante C gleich 1 wird.') Durch Vergleich der Terme links und 
rechts folgt: 


DIR! / 0 (m' F m) 
== ’ Onn = ; % ‘ : (1) 
se ti) NE (nn) 


Wir suchen jetzt die Matrixelemente, in Bezug auf die Zustaénde des 
Atoms, eines Operators 2,, der sich wie die Komponente eines Raum- 
vektors transformiert (z. B. wie die kartesische Koordinate Z). Zu 2, 
gehéren noch zwei andere Operatoren 2, 23; zusammen transformieren 
die drei sich wie ein Raumvektor, und zwar bei geeigneter Wahl wie 
X?2(x-+iy), Y2(—x+iy), XY (z), wenn X,Y wieder ein Spinvektor ist. 
Symbolisch setzen wir die Operatoren gleich X’, Y?, XY. Mittels eines 
konstanten Spinvektors A, B fassen wir sie zusammen im Symbol {2— 
—(—BX + AY)’. : 

Die Matrixelemente der 2 erhalten wir, bis auf konstante Faktoren 
iiber die man prinzipiell nichts sagen kann wenn das Atomsystem nicht 
naher definiert ist, aus den Integralen: 


a) Q, = fo QQ" dr = Cy (a*a+b*b)" (a*A+b*B) (—bA+aB) 


x 


b) Quii1= Ik Q*2+1) 0Q2! dr = Cy, (a*a+b*b)! (a*A-+-b*B)? (2) 


NTO; ee | Q?-0Q?'de = C_, (a*a-b*b)2 (—bA-+aB)? 


Die rechten Seiten von (2) folgen eindeutig aus der Drehungsinvarianz 
der Integrale, wenn man beachtet, dass sie nur aus den Invarianten 
(a“a + b*b), (a*A + b*B) und (— bA + aB) aufgebaut sein kénnen. 
Man sieht auch sofort das 2», =0 fur |’ —1|> 1. 

Durch Vergleichung der Potenzen von a*, b*, A, B, a, b links und rechts 


in (2) erhadlt man die einzelnen Matrixelemente ji p*, 2, L, dc. Benutzt 


man noch die Normierungsfaktoren (1) so ergeben sich die Intensitdats- 
formeln des ZEEMANeffekts. Speziell (2)a liefert natiirlich auch die 
Matrixkomponenten des Impulsmoments (bis auf einen gemeinschaft- 
lichen Faktor). Wir verzichten auf die explizite Angabe der Formeln a 

Aus (2) ersieht man, dass man den Operator 2 auch mittels € und n 
(anstatt der urspriinglich neueingefiihrten X und Y) darstellen darf. Nur 
wird die Form des Operators davon abhangen welche Ubergange man 
betrachtet. Die folgende Tabelle gibt die Form genau an: 


ee wees Q*2! sich auf einen anderen Zustand des Atoms wie Q2?! bezieht wird natiirlich 
=O sein. 


2) Vgl. z.B. R. DE L. KRONIG, Zs. far Phys. 31, 885, 1925. 
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Ubergang Form des Operators 
[1 Q = (— BE + An) Aydtoseee 
dé 07 
I+1-l Q = (— Bé-+ An)’ ek} 
I—1—>l 2= eel ayn : 
0& On 


Bei dieser Feststellung wird 2Q?' vom selben Grad in & und 7 wie 
Q*2! in &* und 7* und darf man sich bei der Integration auf (1) berufen. 
Der Zusammenhang mit den von WEYL oft benutzten infinitesimalen 
Transformationen ist ersichtlich. 


— § 3. Um zu den Formeln fiir Multipletts zu gelangen stellen wir uns 

das Atom in der bekannten Weise vor als aufgebaut aus einem ,,/-Ge- 
riist”” und einem ,,s-Geriist’. Nur die Impulsmomentquantenzahl / des 
L-Geriistes kénne sich bei einem Strahlungsiibergang andern; die Impuls- 
momentquantenzahl s des s-Geriistes aber nicht. Die zwei Geriiste 
seien schwach gekoppelt. Die Eigenfunktionen des [-Geriistes seien wieder 
im Symbol Q?! zusammengefasst; diejenigen des s-Geriistes dagegen 
im Symbol: 

Rs = (— bé’ 4+ an’)* 

Wegen der Koppelung spaltet sich der /—s Zustand in eine Anzahl 
von Ziistanden auf, deren Eigenfunktionen linear aus den (Ee Ses 
g’stm' y's—™ aufgebaut sind. Fiir jeden Zustand gibt es 2j — 1 solche 
Kombinationen; bei einer Raumdrehung sollen sie sich irreduzibel trans- 
formieren. Man sieht sofort, dass sie dargestellt werden durch die Koeffi- 
zienten von aj—™ bi+™ im invarianten Ausdruck: 


D,,., = (én! — nk’ (— bE + an)it4(— bE’ + an’)i**~ (4) 
i+s2jz\i—s| \ 

Wegen der Invarianz von (4) werden sich diese Koéffizienten genau 
in der verlangten Weise transformieren; j ist die Quantenzahl des totalen 
Impulsmoments im betrachteten Zustand. 

Mittels der Bezeichnungen: 

“ae aie iat) 
[+s—j=a, fpi—s= Pp, j+s—l=7) 


kénnen wir die j-Zustaénde also kurz folgendermassen zusammenfassen : 


Dee a ee gig i oo (6) 
Wegen spaterer Anwendung fiihren wir noch ein: 
Q=(a* é+ b* 7) Reeve pay) ae 5s (7) 


Es gilt: , : 
P(a"a-.b"b)=(QR=—OQR) een. pe “18) 
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Bei der Bestimmung der Multiplettintensitaten handelt es sich darum 
die Matrixkomponenten der Polarisation zu bestimmen, dass heisst eines 
Operators 2 der sich wie ein Raumvektor transformiert und der nur 
“wirksam” ist bei Ubergangen im [-Geriist. Dass heisst: wenn Q auf die 
Eigenfunktionen (4) oder (6), wirkt, diirfen wir Q eben in der Form (3) 
benutzen. 

Wir suchen jetzt die Matrixkomponenten : 


Qy 9 i153 08; =|{P~ OF Ree OR ORR ds dts ae ee} 
und bedienen uns dabei von den Formeln (2) und von: 


[ R™ R® dé =(a"a+b’ by . . . , « {10) 
| dt’ bedeutet Integration iiber die Koérdinaten, die sich auf das s-Geriist 


beziehen. Im Folgenden ersetzen wir einfach df if dt dt’ durch f- 


Im Prinzip muss das Resultat von (9) genau (2) analog sein; nur ist | 
hier durch j zu ersetzen und es treten andere Koeffizienten auf. Da wir 
iiberdies wissen, dass s’ immer gleich s sein soll damit das rechte Glied 
von (9) nicht verschwindet, kénnen wir schreiben (die Bedeutung des 
dritten Gliedes in jeder Gleichung wird spater erldutert): 


a) Qrej; 15 = Cla ab" bys! (a"A + b°B) (—bA+aB)=Cie (a*a+-b*b)i+") 
b) Qrastrsty = Cli ata + btbPatA + YB) = Ci(ata + Brey? = 44) 
c) 2155-119 = Ch (a*a + 6°b)*? (— BA + aBYP = Ci! (a’a + b*b) 
Betrachtet man die Ausdriicke womit A?, AB, B? multipliziert erscheinen, 
so erhalt man die Intensitéten der einzelnen ZEEMANkomponenten. Diese 
interessieren uns aber nicht mehr; fiir die Multipletts kommt es eben auf 
die C an. Es empfehlt sich daher fiir A, B folgende Wahl zu treffen: 
A=a—b B= bata) ae eee) 
Die Gleichungen (11) vereinfachen sich dadurch zu was im dritten Gliede 
steht. Fiir j++ 1—>j wiirde A=a, B=b; fiir j —1—j wiirde A— —B*, 
B=a® schon geniigen. 
Zur Berechnung von (9 soll nun jeder der drei Falle wieder in drei 


gespaltet werden, den verschiedenen Ubergangsméglichkeiten von | ent- 
sprechend. 


Im Falle 11 hat man die folgenden Formeln zu benutzen (vgl. (3)): 


fat es 0) 0 . 0 0 
C(O O(a +3,|+[—e e+ es |) 


2 P= (Q—Q)(R—R); 2Q=(Q— Q)(a"a +b" b); QR=0 


(13) 
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Die Rechnung verlauft jetzt folgendermassen: 


Opes | P*' Q* RY’, PQ? Ry (Q—Q)(a[R-R]Q4+/Pla*a+"B)) (14) 


Qrsijstsi = -{ P™Q**R'7. (—a[QR+ QR] + BP la" a+ B* Bl) PQ? Rv 


Wegen der Drehungsinvarianz geben QR und QR im Produkte 
a (Q-Q) (R-R) aus (14) keinen Beitrag. Dassselbe gilt fiir den Term BQP. 


2s, fe 1slej =| Dive e a! pt it ca Pa) Cet RI (16) 
Im Falle /-+1—J/ hat man 
Q2=(Q—Q/ 
QQ 141, 5, js Is ={P OP Re Pe OF RR (QO Q) ee eels) 
Diora prey =—2 | Po Oyen eeu, IEA aia OMe, 5 {Oy 
| 5 
Oke s. fa =| p* Q*e+2 R*y yd Bde Qst2 RY (19) 
leyane te =| p*+2 Q*8 R*y—2 Px Q? Q? Ry (20) 


Die Formeln fiir die nicht hingeschriebenen Uebergange erhalt man 
aus (16), (18), (19), (20) durch Vertauschung von Anfangs- und Endzustand. 
Zur expliziten Berechnung hat man noch die Werte der folgenden 
Integrale zu kennen: 


ore py pect prc _etbtr tI lalBly! epee (2 
[PRQPRY POR =C Beitietainet ar ere ON 


a 


(atB+ytiylalBly-FIl «1 pepyaeytt 
Bh ybD Mapp iohAy a--b*b)*+7*! (22) 


(at B+y+l)lalBly +2)! (nat px pyityt2 
by taNatyatpy a-+-b*b)**7*? (23) 


{ PQ" RY PQ? OR=C 


(he Q*? Rtv Px? Qé? Q2R7#2=C 


« 


Man leitet diese Formeln ab indem man z. B. (vgl. (8)) P(a*a+b*b) = 
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—QR—QR und P*(a*a + b*b)= Q*R* — Q*R* einfiihrt und davon 
Gebrauch macht dass: 


» 4 Ps 2q 1% 
| Qratt Qta# Qat! Qe" dtr = Cow ( A) | 
e= 


: cee 
J SON GE a Cou ( z ) \ 


t—t 


(24) 


was wieder eine Konsequenz ist aus 
f@ + f* O*P1(Q + FOP dr =C(1+f* f(a" a+b" by (25) 


ist. In der Tat erhalt man durch Vergleich der Potenzen von f* und f 
links und rechts in (25) (f und f* sind Skalare) sofort (24). Fir das 
Integral in (21) erhalt man mittels (24): 


(a* a +b" by) {a Ry (Qt Rt —Q* RY). Q° RY (QR— Q Ry 
=cz(*) € is) cali (a*a + b*b)P+7 
s=0 Ss Ss OS! 
N2 Bry! bi esr aes Game er 
—1 + b*b ; 
@+Alatyi =( a—s ) s ae ) 


nif ce i 
Die Summe ist gleich ( Bea *) = (—1)* Gee ae es folgt 
a a 


das Resultat von (21). 
Das Resultat von (22) erhalt man z.B. indem man findet: 


[PR QPRY PO (GF+NAR+Y+NQR Q R= 


= G is “aie 55) | P™ Qt? RYy PI QP Rr — 0 
a 


und diese Identitét mit (21) kombiniert. 

Die Intensitatsformeln fiir Multipletts erhalt man, indem man die 
Integrale (15), (16), (18), (19), (20) mitcels (21), (22), (23) auswertet und 
das Resultat jeweils dividiert durch die Normierungsfaktoren von Anfangs- 
und Endzustand, welche sich aus (21) ergeben. 

Mit Ausnahme von (15) findet man als Resultat sofort Ausdriicke welche 
aus einfachen in den a, 8,y linearen Faktoren aufgebaut sind. Nur (15) 
erfordert eine kleine Rechnung und eben dieser Fall ist der einzige wo 
der Intensitatsausdruck nicht in lineare Faktoren zerlegt werden kann. 


Physics. — Théorie générale de la rotation paramagnétique dans les 
cristaux. Par H. A. KRAMERS. 


(Communicated at the meeting of November 29, 1930). 
Introduction. 


Il y a une année j'ai publié un mémoire théorique’), qui se rapportait 
aux phénoménes magnéto-optiques a basses températures étudiés par J. 
BECQUEREL et W. J. DE Haas. L’application des résultats obtenus a 
été discutée par M. BECQUEREL et l’auteur dans un second mémoire’). 
Comme la théorie était incapable d’expliquer de maniére satisfaisante 
un certain nombre de questions et comme de nouvelles expériences ont 
été faites depuis, il m’a semblé utile de reprendre la question de la ro- 
tation paramagnétique dans les cristaux d'une maniére plus générale. 
Dans le présent article je donne les résultats de cette recherche sans 
aborder la question des applications. Plusieurs des résultats obtenus ont 
un intérét théorique général, a part leur application éventuelle aux re- 
cherches de BECQUEREL et de DE HAAs. 

Dans le premier paragraphe, nous examinons d'une maniére générale 
les propriétés optiques d’un cristal biréfringent qui posséde un pouvoir 
rotatoire magnétique. Nous montrons gue, si l’écart de l'isotropie est petit, 
introduction d’un vecteur de rotation permet de décrire d'une facgon assez 
simple les propriétés d’un faisceau lumineux de direction quelconque. 

Dans le second paragraphe nous démontrons un théoréme général qui 
se rattache aux propriétés d’un systéme atomique dans un champ exté- 
rieur d'origine purement électrique. On en déduit que les niveaux éner- 
gétiques sont nécessairement doublement dégénérés si le nombre d’électrons 
dans le systéme est impair. 

Dans le troisiéme paragraphe nous examinons l’aimantation qu'un champ 
magnétique de direction quelconque produit dans un atome, qui se trouve 
dans un tel état dégénéré. 

Dans le quatriéme paragraphe, nous discutons la rotation paramagnétique 
dans un cristal qui contient des atomes du type considéré dans S23. 

Dans le cinquiéme paragraphe nous examinons l'influence de l'interaction 
magnétique entre les atomes sur la rotation paramagnétique dans un cristal. 


§ 1. Théorie phénoménologique des propriétés optiques d'un 
cristal doué de pouvoir rotatoire magnétique. 


Dans un cristal dans lequel se propagent des ondes lumineuses planes 


1) H. A. KRAMERS, Proc. Amst. Acad. 32, 1176, 1929. 
2) H. A. KRAMERS et JEAN BECQUEREL, Proc. Amst. Acad. 32, 1190, 1929. 
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et monochromatiques nous représentons le vecteur de la force électrique par: 
RE etitetew 9 Pe ey 


ot R désigne la partie réelle et ou E est un vecteur dont les composants 
sont généralement complexes. De méme nous représentons par: 


R'D etziGiet ay 4 529 ee (2) 


le vecteur de déplacement diélectrique. Nous admettrons que les composants 
de E et de D sont liés entre eux par: 


Die re er (h=s1 263 ae ins eek coef (3) 
l 


ot les ¢ sont les coéfficients diélectriques, qui également pourront prendre 
des valeurs complexes. Quant aux vecteurs de la force et de l'induction 
magnétiques, nous les supposons égaux pour les fréquences de la lumiére 
visible. Ils seront représentés en substituant E dans (1) par un vecteur 
complexe B. 

Si nous negligeons l’absorption, le cas le plus général sera celui ot 
la matrice des coéfficients ¢; est Hermitienne, !) c. a d., en désignant 
une valeur complexe conjuguée par *, ot l'on a: 


— 2% 
Eki — Ey. 


Dans ce cas on trouve v dans (1) et (2) toujours réel quand les o 
sont réels. 
Sans perte de généralité, nous pourrons écrire: 


Ops O' 20> == Op oa). 


Tenant compte des équations de . MAXWELL et éliminant B, on est 
conduit aux équations suivantes: 


(VS SY Gy IE; \ 
I 


Oo 2 
(F)e=sme, a 


2 
& FE, aS est 
1 


Pour des valeurs arbitraires de e la solution de (4) est assez com- 
pliquée et E ne sera pas perpendiculaire a la direction des ondes. Si 
l'écart de I’anisotropie est petit tout devient plus simple. Dans ce cas, 
gui est le plus souvent réalisé dans la nature, nous posons 


/ 


&;=é +0, £2 — 61, + iw, £13 = 0,3 — iw, 
€1 = 02; — iw; é229=& + 02) £23 = 43+ iw, ¢- - (5) 
£3, = 03, ++ 1W2 €32 — 623 — 10, &33—=€ + 033 \ 


ou les 6 forment un tenseur symétrique et réel tandis que les w sont 


1) Comparez C. G. DARWIN, Transactions Cambr. Phil. Soc, 23, 160, 1924. 
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les composants d’un vecteur axial. Nous supposons les 6 et les petits 
de premier ordre par rapport a «. Substituant (5) dans (4) on obtient 
une équation séculaire dont la solution prend la forme suivante si l'on 
néglige les termes de second ordre: 


= | See sai, 
v 


e’ =e + $ (522 + 933), r=|/ (Onn — Osa)’ 


Pour les rapports des composants de E, on trouve: 
. 622 — 0 
By: Ey: Ey=0:— (as + i): (—°B Fe) 5. © (7) 


Le vecteur électrique est donc perpendiculaire a la direction de propagation. 
Posant 


023 + 101 


Z 
d22—933 


mae tg Vet m0 eens + ee Se 258) 


ce qui donne 


la formule (7) prendra la forme 
eae o 
Ee cos 5 e2#? : sin ae oe 
ou Te ioe ED) 
EIAs Peas ce 
lsow Ae sin elit: cos 5 e- lai 
selon qu’on choisit le signe supérieur ou inférieur dans (6). 

Les formules (9) et (6) définissent deux ondes elliptiquement polarisées 
qui se propagent sans changement dans la direction de l’axe des x. 
Si elles ont la méme fréquence, on trouve la différence des longueurs 
d’onde a l'aide de (6). 


Si nous représentons une vibration elliptique quelconque, dont le plan 
aoe 
est perpendiculaire a l’axe des x et pour laquelle E,: E; = ctg ioe par 


un point sur une sphére (a = distance polaire, y = azimuth), nous retrouvons 
les propositions de GOUY et Poincaré !) sur l'effet d'une superposition d'une 
biréfringence et d'une rotation du plan de polarisation. En effet, une 
onde monochromatique arbitraire qui se propage dans la direction des 
x est représentée par un vecteur électrique qui, en chaque point, décrit 
une ellipse. En avancant uniformément dans la direction de la propa- 
gation la forme de l'ellipse subit un changement. Un petit calcul montre 


1) Voir J. BECQUEREL, Journ, de Phys. 9, 343, 1928. 
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que ce changement peut étre décrit comme une rotation uniforme du 
point représentatif sur la sphére autour d'un axe, dont les coordonnées 
polaires sont et p. A un déplacement dx correspondra une rotation par 


un angle 


22 VF (xn — dus)? +O, + oF de. 
ave 


Cette rotation pourra étre considérée comme la superposition d'une rota~ 
tion autour de l’'axe a=, y=0 par un angle 


2nav 
Ve 


¥ wv 
(biréfringence pure) et d’une rotation autour de l’axe 0 a5) aa Dae 


V4 (522 — 033)” + 63, dx 


) 


2a F 
un angle AV @, dx (rotation pure). 
é 


C'est bien le résultat de POINCARE. Si, sur la sphére, on introduit un 
autre systéme d’angles polaires f et 6, tel que 6 est le complément de 


la distance angulaire entre le point représentatif et le point a=y=™ 


et que 6 est l’azimuth compté a partir du point a—v1, le rapport entre 
le petit axe et le grand axe de l’ellipse sera tg $B tandis que 46 donne 
la direction du grand axe par rapport a l'axe des y. 

Nous voyons que @, seul détermine la rotation pure pour une direction 
de propagation paralléle a l’axe des x. Il s’ensuit que pour une direction 
quelconque de la lumiére c'est toujours le composant du vecteur @, @2, @3 
dans cette direction que régle la rotation. A cette rotation est superposée 
la biréfringence, qu’on trouve 4a l'aide du tenseur précisément comme 
si la rotation était absente. Nous conviendrons d’appeler le vecteur @, 
(, 3 le vecteur de rotation, 

Si l'anisotropie n'est plus petite tout devient plus compliqué. On ne 
pourra plus faire une distinction simple entre l'influence des parties réelles 
et des parties imaginaires dans les coefficients de polarisation € ,). 


§ 2. Théoréme général sur les propriétés d'un systéme atomique 
dans un champ électrique. 


Considérons un systéme de noyaux et d’électrons placé dans un champ 
de force extérieur. L’expression classique pour l'énergie, en fonction des 
codrdonnées et des impulsions, a été calculée par Darwin!) qui a tenu 


aia’ i 
compte des corrections relativistes jusgu aux termes contenant —. Cette 
c 


expression consiste en deux parties H, + H,; H) est la partie due aux 
forces extérieures, tandis que H, renferme les termes qui subsistent quand 
ces forces disparaissent. Les termes de H, sont de degré pair par rapport 


) C. G. Darwin, Phil. Mag. 39, 537, 1920. 
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aux impulsions; comme opérateur dans l'équation de SCHRODINGER, Ay 
est donc une expression réelle. D’autre part H, contient des termes qui 
sont linéaires dans les impulsions, ce qui donne des termes imaginaires 
dans l’opérateur qui y correspond. Ces termes disparaissent pourtant si le 
champ est d'origine purement électrique. Dans ce cas, l'équation de 
SCHRODINGER, gui détermine les fonctions d’ondes dans les états station- 
naires, est donc réelle. Il s’ensuit le théoréme bien connu que, si 7 est 
une solution, g* sera encore une solution pour la méme valeur de 
l’énergie. 

Comme condition que l'état considéré n'est pas dégénéré on aura, Si 
a désigne une constante: 

Cae ar en ee me ee ee nc, (10) 

Cea.d. 
| ja|?*=1 


Si la condition (10) est remplie, la fonction d’ondes pourra donc étre 
mise sous forme réelle a'p. 

Si l'on tient compte des spins des électrons, le théoréme susdit permet 
une généralisation intéressante. Considérons d'abord l'expression de 
l’énergie quand on ne néglige plus les spins. Cette expression a été 
donnée par HEISENBERG dans son mémoire sur le spectre de |’hélium. ’) 
Récemment M. Breit 2) a consacré un mémoire trés important a cette 
question, dans lequel il examine l'interaction entre les particules sur la 
base de la théorie du spin due 4 Dirac. Les expressions de BREIT et 
de HEISENBERG ne sont pas tout a fait identiques; cependant elles ont 
en commun que la partie H, de l’énergie qui ne dépend pas des forces 
extérieures, considérée comme fonction des composants des impulsions et 
des spins, ne contient que des termes de degré pair, dont les coéfficients 
sont réels. La contribution H, des forces extérieures contient des termes 
du degré 0, 1 et 2. Si le champ est purement électrique les coéfficients 
des termes du degré 0 et 2 sont réels tandis que ceux du premier degré 
sont imaginaires. 

Soit n le nombre des électrons. En négligeant les spins éventuels des 
noyaux, dont l'influence energétique n'a pas d'importance en général, 
une solution de l’équation de SCHRODINGER est donnée par un systéme 
de 2" fonctions d’ondes, que nous désignons par 


MU acne qo goes . . . . . . . . . (11) 


ot s, signifie le moment d'impulsion (divisé par h/2x) que le spin du 
kiéme 6lectron posséde dans une direction donnée (s,—= + '/, ou — '/2). 
Etant donné les propriétés spéciales dont jouit l'opérateur de l’énergie 
en l'absence de forces magnétiques extérieures et que mous venons de 
signaler, on pourra affirmer le théoréme suivant: quand (11) satisfait a 


1) W. HEISENBERG, Zs. fiir Phys. 39, 514, 1926. 
2) G. BREIT, Phys. Rev. 34, 553, 1929. Voir en particulier sa formule (48). 
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Proceedings Royal Acad. Amsterdam. Vol. XXXII. 1930. 
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l'équation de SCHRODINGER, une autre solution, qui correspond a la 
méme valeur caractéristique de l'énergie, sera donnée par: 


G2 R= SiC nee! 


Nous démontrons cette proposition par un calcul direct. Désignons 
les composants du spin du k*** électron, divisés par h/4,, par st, si. St, 
La maniére dont ils opérent sur une fonction (11) est décrite par les 
matrices de PAULI: 


ss = . , sk On SS a ; (13) 
as 0—1 2 il fF (0) 


oti x est la direction a laquelle se rapporte le symbole (11). On aura donc: 


ke — (—1)s = 
sig, =(—l)* 9, 


k 
Sh Q,, CWS pect ae (14) 
st Ps cae a i(— Ne, 


Les indices s, (k’ =k), que nous avons omis, ne sont pas changés. 
Nous écrivons l’équation de SCHRODINGER dans la forme: 


F (sk, sk, st) ?,.= Ep 


(15) 


Sk 
A part des composants des spins, H dépend encore des codrdonnées et 
des impulsions des électrons et des noyaux. Prenons l'expression com- 
plexe conjuguée de (15), en nous rappelant que l'opérateur qui représente 
une impulsion est imaginaire et que les termes de degré impair dans les 
s* sont multipliés par un nombre impair d'impulsions: 


ELS ee Se cai) 


z 


ae * 
Page Eg, 


En vue de (13) nous en déduisons: 


FT (— st, — sk, st) Ps, Seay E} ?:, (16) 
En posant: 
—) =v, 
l'équation (16) prend la forme: 
Hist; — si, == 57) Ps, ie rp (17) 


On voit aisément, a l'aide de (14), que sx, Sy, Sz, Opérent sur gy’ de la 
méme facon que s,,—s,,—s, opérent sur g”. On conclut donc de (17): 


felis si, s*) v., —EFE ?,, 3 


ce qui prouve la validité de notre théoréme. 
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Examinons si l'état stationnaire auquel correspond (11) pourra étre 
non-dégénéré. La condition nécessaire sera que les fonctions (12) ne 
différent des fonctions (11) que par un facteur commun que nous 
désignons par a: 


2hay — Nee 
(— 1) E P—s;, —a Ps, . 


En prenant les valeurs conjuguées et en remplacant s, par — s,: 


= Sin, ab ca ees A —Ds, tale 
(— 1) k I Ps, — a2 Ps, =a a(— 1) k Ps, ° 
Conséquemment 
ane (— |e 


Cette condition ne peut étre remplie que si n est pair; dans ce cas on 
pourra mettre a=1. Si n est impair, on a le théoréme suivant: les 
états stationnaires d’un systéme atomique sont toujours dégénérés quand 
le systéme contient un nombre impair d’électrons, le degré de dégéné- 
ration étant un nombre pair. 

Si le nombre d’électrons est pair et si l'état stationnaire est non- 
dégénéré, l’énergie ne sera pas influencée en premiére approximation par 
un champ magnétique. En effet, l’énergie perturbatrice 2 qui correspond 
a un tel champ ne contient en premiére approximation que des termes 
linéaires dans les impulsions du type fpf et des termes linéaires dans 
les spins du type gs (f et g fonctions des codrdonnées). II suffira de 


h 
considérer un terme T= fp f= ani ie so f et un terme T=gs*. Pour 
ke 


calculer l’énergie de perturbation qui correspond a ces termes il faudra 
connaitre les intégrales suivantes. 


T= SS Poy Tae dt = = (— 1)" * = leer Loe dt == 


k 


, (18) 
= 2 (= ieee er Ly T 9-5, dt \ 


Pour les deux types de termes, que nous avons envisagés, on aura toujours: 
Pa, F P—s, k= — [7 1p Gain rh) Ste, ES) 


Si nous introduisons (19) dans le dernier membre de (18), celui-ci 


devient égal au négatif du second membre (observez que (— 1) 25k = 


= (— 1)>5 si n est pair), donc T est nul. Les états stationnaires non- 
dégénérés sont donc toujours non-magnétiques. 

Si le nombre d’électrons est impair, les niveaux seront magnétiques 
en général. Dans le paragraphe suivant nous examinerons ce probléme 
de plus prés. 
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§ 3. L’aimantation d'un état stationnaire doublement dégénéré. 


Considérons un état stationnaire d'un atome qui contient un nombre 
impair d’électrons et qui est placé dans un champ de force électrique. 
Supposons que le degré de dégénérescence soit le moindre possible, 
c.ad. deux. Examinons l'influence énergétique d'un champ magnétique 
homogéne et faible. Dans l’opérateur de l'énergie, ce champ donne lieu 
aux termes suivants: 

e 
Q2=(HQ), Q=7—_. 


(PL 2/S; \ oe enzo 


ot! P;, signifie le moment d'impulsion classique du k*™* électron. Pour les 
deux fonctions d’ondes nous prendrons précisément les fonctions y; = ?s, 
et ~2=%,, dont nous avons parlé dans le paragraphe précédent. On 


vérifie aisément que ces deux fonctions sont orthogonales et que les 


9. a 
dt ezfy 
k *k 


nous pourrons les supposer normées les deux 4 la fois. Dans le champ 
magnétique l'état stationnaire sera décomposé en deux états, dont les 
fonctions d’ondes sont données par 


2 
i, dt sont égales, de sorte que 
| 


intégrales 2 | 
k 


Piao? kage ' ata 2B" G a 1 ee ee oat 
pu=— By, + a*g2 


tandis que l’énergie d’aimantation Ey, quant au terme linéaire en H, 


sera donneé par les racines de l’équation 


11) —£ 2H k 
bat 4 : ae me te) ee a 


On vérifie aisément que la somme des vecteurs réels Q,, et Q,, s’annule. 
Les composants de Q,, seront complexes en général. Posons: 


Q,=M, Q.=—M,+iM;, Q,,=M,—iM,. . . (23) 
ot les M sont des vecteurs réels. 
On trouve: 
Ey =+V(M, H)?+(M,H?+(M;H?. . . . (24) 


Si le signe + correspond a l'état I, le signe — 4a l'état II, on aura 


a (M,+iM,, H) 
2 = Ex] (M,, Bh * A ie ee ee 2D 


Pour le moment magnétique de I’atome dans |’état I on trouve: 
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Le moment magnétique dans l'état II est égal a celui dans I mais de 
signe opposé: 
pea ee A oe (27) 


Le moment magnétique est donc réglé par un tenseur symétrique du 
deuxiéme ordre, dont les composants sont donnés par: 


2 
i 2 Vie, be, Ves Mi ae etc. 
k 
, : 2 iar 2 . 
l'expression ¢ x.H.+2t.,H.H,+... nétant jamais négative. 


Par un changement d’axes on peut toujours s'arranger de maniére 
que les formules (24) et (26) se simplifient et prennent la forme: 


Bye pe H+ H+ eH: ow ws (28 
2 2 
H H 2H. 
M 2 zi ; M, Eye : M tee, 
eae Ei y= TEs| be oe ea) 


Les composants du moment magnétique satisfont donc toujours a la 
relation: 


OMe Ms 
a is ae ee Le (30) 
Me = My Bez 


La directon du’champ magnétique qui produit le moment Sule, wills, 
MM. coincide avec la normale du plan tangent 4 I'ellipsoide (30) au point 
WEE LE 

On voit que l’effet ZEEMAN sur les raies spectrales de l’atome consiste 
en général en une décomposition en quatre raies, qui dans des cas 


spéciaux peuvent se réduire a deux. 


§ 4. La rotation paramagnetique dans un cristal. 


Considérons un cristal, dont le réseau contient des atomes qui 
possédent un nombre impair d’électrons. Admettons que les niveaux 
d’énergie de chacun de ces atomes, sous l'influence des forces provenant 
des autres atomes dans le réseau, soient décomposés en des niveaux 
dont la dégénérescence soit le plus petit possible, c. 4 d. deux. Dans 
le paragraphe précédent nous avons trouvé que ces niveaux sont ,,mag~ 
nétiques”, c. a d. chacun d’eux sera encore décomposé en deux par 
un champ magnétique. A des températures assez basses tous ces atomes 
magnétiques se trouvent dans leur niveau fondamental. Quand le cristal 
est mis dans un champ magnétique homogeéne, chacun de ces niveaux 
sera dédoublé en deux états I et II; la probabilité qu'un atome se 
trouve dans I ou bien dans II est réglée par la formule de BOLTZMANN. 

Comme conséquence un faisceau lumineux qui traverse le cristal montre 
une rotation paramagnétique du plan de polarisation. En effet, la con- 
tribution d’un atome dans l'état I au pouvoir rotatoire sera égale et 
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opposée a celui du méme atome dans |’état II si nous négligeons l’influence 
de la décomposition magnétique des niveaux plus élevés, c. a d. si nous 
negligeons la rotation diamagnétique. La rotation gu’on observe sera 
donc da a la circonstance que ‘l'état IJ a une autre probabilité que 
l'état I; c'est bien une rotation paramagnétique, c. a d. une rotation 
dont la cause est la méme que la cause du paramagnétisme et dont la 
grandeur dépend de la température. ') 

Comme nous l’avons montré dans le premier paragraphe, la rotation 
du plan de polarisation est caracterisée par un vecteur de rotation dans 
le cristal, dont les composants sont les parties imaginaires des coéfficients 
diélectriques. La théorie électronique de la dispersion nous apprend que 
ces coéfficients peuvent étre calculés a l’aide des grandeurs qui décrivent 
la polarisation d’un seul atome dans le champ électromagnétique de la 
lumiére incidente. 

Représentons, comme dans § 1, la force électrique dans ce champ par: 


Reems. 
et désignons la polarisation de l’atome par: 
R Premeagse 
La relation entre E et P est donnée par: 
P= & pu Ei pe ie ee OE) 


Pour les coéfficients diélectriques on aura: 
oi 1 +b 4 5 Pki ve sol te eo Oh (32) 


ot. la somme est étendue a tous les atomes dans l’unité de volume. La 
formule (32) ne suffit plus quand les forces entre les moments des atomes 
voisins ne sont pas négligeables et l'on devra se servir de formules du 
type LORENZ—LORENTZ. Cependant il semble permis de se baser sur (32) 
guand on ne sintéresse que pour les parties imaginaires des « qui 
entrent dans la théorie du pouvoir rotatoire et qui sont toujours trés 
petits par rapport a l’unité. 

Selon la théorie quantique de la dispersion, la formule (31) prend la forme). 


peas Ga (Por E) Por (Pro =| 


(nnn ee) (33) 


g 
La polarisation se rapporte a l'état fondamental f, la sommation s’étend 
a tous les états g dont l’énergie est plus élevée. 


La grandeur »,,—=—, représente une fréquence d’absorption. Les 
vecteurs P;, sont définis par: 


P= f oF P oy dr = By 
') J. BECQUEREL, Le Radium 5, 12, 1908. 


2) H. A. KRAMERS et W. HEISENBERG, Zeitschr. f, Phys. 31, 681, 1925; Born et 
JORDAN, Elementare Quantenmechanik, p. 259. 
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ou P représente l’expression classique pour la polarisation de l’atome, 
tandis que q- et , désignent les fonctions d’ondes dans les états fet g, 
La comparaison de (33), (31), (32), (5) nous conduit a l’expression sui- 
vante pour le vecteur de rotation dans le cristal: 
j P,, P 
pee syltaae ee ie ste (4) 


h y2 — y2 
ee BY of 


ot [ ] désigne le produit vectoriel. Pour examiner la maniére dont w 
dépend du champ magnétique, calculons d’abord la partie w; de w qui 
forme la contribution d’un atome dans l'état J, défini par (21). Nous 
introduisons les abréviations suivantes: 


R=2{ pi Po, dz, R= 2 | #3 Bivede 
yey gts 


ol y; et v2 sont, comme dans § 3, les fonctions qs, et 9's, définies dans 
§ 2. Ecrivons encore: 


iv [R, R)] iv yIR Ri] 

Ly — Poe BAA S3 Die 

h g ve—y At h g v?—v? 39) 
tay UE A PALE ee nee 36) 
Fe Ae 


L’égalité du premier et du troisiéme membre de (35) suit immédiatement, 
si l'on tient compte de la dégénérescence double des niveaux g qui est 
encore décrite par les formules du § 2. Pour deux états g et g’, conju- 
gués comme le sont 7 et gy’ dans § 2, on trouve en effet adi d 8p ee 
— —[ R2, R32,’ ]. 

Les grandeurs A,,A,, A; sont trois vecteurs reéls. Rigoureusement 
elles définissent un tenseur de deuxiéme ordre comme nous le verrons 


plus tard. 
Pour ; nous trouvons maintenant, en nous servant de (34): 
op = (ata — BB) Ay +088 (Ay +i As) +a 6"(A2—i As). - (37) 
En employant (25), qui définit a et B, (37) se réduit a: 
WI — | he | . . . ( ) 


On voit aisément que: 
Ol] — — WI Pa cee se Gey Ane es ° (39) 


Nous avons vu dans § 3, quon peut obtenir, par un changement 
d’axes, que les trois vecteurs (Mix » Max ,M3x), (Mi,M2,Ms3,) et (M,.M2.M3.) 


deviennent mutuellement perpendiculaires; les grandeurs de ces vecteurs 
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ont été désignés par Mx, Myr Mz En nous servant de ce systéme de coér- 
données, (38) prend la forme: 


Pa Hy My A, bz A, jp Cnr eee) 
Seg tal ghee aE i 
ou bien, si nous définissons: 
plat ou 
fetae. Nite pam Atata I ay 


Ate ais; Aig doy Aine asi: Ad, = a2 etc. 


=> anna oe er. ee aes re es (42) 
1 


Wy, 
C'est donc un tenseur a, qui sert a calculer l'influence d'un seul atome 
sur la rotation. Dans des cas simples on trouvera souvent que les ax 
s'annulent pour k 41, c.ad. que les axes principaux de la surface 
> au x, X1 = 1 se confondent avec les trois directions dans lesquelles 
l'aimantation est paralléle au champ magnétique. 
A une température donnée, le rapport des probabilités de |’état I et Il 
| Ex | 1a 


est égala e ‘7 :e *7. Jl s’ensuit que la contribution moyenne 
, de cet atome au vecteur de rotation du cristal est égale a 


wo, =— or ty hyp EH! eee eee. eed] 


Pour k T<<|Eu| c'est seulement |’état II qui subsiste et , a atteint 
une valeur maximum, qui ne dépend plus de |H| et de T 


Wa — — @] (cde CCE Rin ees (44) 
Si d’autre part k T>>| Ey| la rotation sera linéaire en Het on aura: 


op =a oy Ea] = eH bay Hy Ra tHE Rs ay 


Le vecteur de rotation du cristal entier est S,, ot la sommation 


a 
est étendue a tous les atomes magnétiques dans l’unité de volume. Si 
tous les atomes sont de méme espéce et se trouvent dans des conditions 
tout a fait identiques, on n’aura qu’é multiplier w, par le nombre par 
unité de volume. La rotation’ dépendra de H et de T comme 


H 
o=0- tg hyp Ta Be Radi, 2s 2s a een (4) 


ou @, et “ varient encore avec la direction de H et du faisceau lu- 
mineux. Les axes principaux de l’aimantation, les quantités px, My, Uz et 
les propriétés du tenseur a, seront liées a la symmétrie du cristal. 

Si les différents atomes magnétiques ne sont plus de méme espéce ou 
sils ne se trouvent pas tous dans des conditions identiques, la rotation 
sera donnée par une somme d’expressions du type (46) dont chacune se 
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rapporte A une groupe d’atomes qui entre eux sont dans des conditions 
identiques. La rotation de saturation dépendra de la direction du champ 
magnétique d’une maniére assez compliquée. Pour les champs faibles, les 
composants de w dépendront linéairement des composants de H (voir (45)) 
et varieront toujours avec la température comme 1/T. 


§ 5. Effet de l'interaction magnétique entre les atomes. 


Si l’aimantation produite par le champ dans le cristal devient grande, 
comme il faut l’attendre a de trés basses températures, le champ mag- 
nétique qui agit sur un atome magnétique ne sera plus égal au champ 
extérieur. En général l’aimantation ne sera pas homogéne. Pour plus de 
simplicité nous admettrons pourtant que l’aimantation M est homogéne. 
Quand le cristal est trés aplati ou trés oblong dans la direction du 
champ et — plus généralement — quand il a la forme d’une ellipsoide, 
cette condition sera remplie. En désignant le champ magnétique qui agit 
sur un atome par H., on aura 


H,=H+47(@-aM. Ag. gers rasa A 


Nous avons admis, comme premiére approximation, que le champ da 


oe . ‘ : , eta 
aux atomes voisins peut étre représenté par l’expression oy BM; dans 


4na 

3 M 
représente la force démagnétisante. Pour un cristal trés oblong a—0, 
pour une sphére a= 1, pour un cristal aplati a — 3. 

Si la différence entre H, et H n’est pas négligeable, il faudra remplacer 
dans les formules pour la rotation paramagnétique H par Tin cour 
étudier l’effet d’une telle substitution prenons un cas ot la rotation est 
exactement représentée par 


la plupart des cas simples le facteur égale 1. D’autre part — 


Jabs 
e=0. ty hyp Tar: eee et ea (48) 


Pour plus de simplicité nous admettons aussi que les directions de 
l'aimantation et du champ sont paralléles. 

Remarquons que, pour une direction fixe de H, l’aimantation d'un 
atome sera donnée par 


MH 


M=M.,, tg hyp “r (49) 


L’aimantation sera donc proportionelle 4 la rotation et l’on pourra écrire 
HHH =a = Pe eee ot (50) 


co 


Dans cette formule a est un champ magnétique égal au champ correctif 
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= (a—f) M., qui agira sur les atomes s’ils se trouvent tous dans |’état II. 


La formule pour la rotation devient ainsi: 


(eat) 
Ose” °0 
aaa? hyp iT cdl ee an Ok) 


Pour a positif l’écart entre (51) et (46) sera du méme type qui celui 
trouvé par J. BECQUEREL et DE HAAS pour la rotation dans le xénotime 
entre les mesures a 1,4° K et celles a 4,22°K. Si dans le xénotime tous 
les atomes mételliques étaient des ions Gdt+*+ portant chacun 7 magnétons 
de BOHR on trouve a— 7900 Gauss dans le cas a— f=2 (cristal trés 
aplati). Une valeur plus petite semble suffire pour expliquer les expériences. 
Hypothétiquement les écarts en question ont été représentés dans un 
article précédent par une formule qui différe de (51) et qui se basait sur 
de tout autres considérations '). L'explication que je propose ici me 
semble beaucoup plus vraisemblable. 


1) H. A. KRAMERS et J. BECQUEREL, Proc. Amst. Acad. 32, 1190, 1929. J. BECQUEREL, 
W. J. DE HAAS et H. A. KRAMERS, Proc. Amst. Acad. 32, 1206, 1929. 


Physics. — Zur Theorie der Einfangung von Elektronen durch a-Teilchen. 
Von H. C. BRINKMAN und H. A. KRAMERS. 


(Communicated at the meeting of November 29, 1930). 


§ 1. RUTHERFORD!) hat aus seinen Versuchen die freie Weglange in 
Luft fiir die von HENDERSON 2) entdeckte Einfangung von Elektronen durch 
a-Teilchen bestimmen kénnen. Die gefundene freie Weglange kann durch 
eine Formel A—a.v® dargestellt werden, wo v die Geschwindigkeit des 
_ a-Teilchens und 6b gleich 5.6 ist. 

JACOBSEN 8) hat die Rutherfordschen Messungen wiederholt und erwei- 
tert auf andere Luftarte. Fiir Luft findet er Werte, die sich den Ruther- 
fordschen ziemlich gut anschliessen aber 10 bis 50 % kleiner ausfallen. 
JACOBSEN bemerkt, dass im Gebiet kleiner Geschwindigkeiten das Gleich- 
gewichtsverhaltnis zwischen doppelt und einfach geladene Teilchen in 
Luft und Glimmer verschieden ist, was mit sich bringt, dass die Werte der 
freien Weglange fiir Einfangung hier ziemlich unsicher sind. 

Tuomas 4) hat eine korrespondenzmassige Theorie der Finfangung 
gegeben. Er verfolgt die Bahn des Elektrons wahrend der Wechselwirkung 
des Atoms mit einem sehr schnellen a-Teilchen und berechnet die Wahr- 
scheinlichkeit dafiir, dass das Elektron ungefahr mit der Geschwindigkeit 
und in der Richtung des a-Teilchens aus dem Atom herausfliegt. Der 
gefundene Wirkungsquerschnitt ist fiir Wasserstoff proportional v—!! und 
zu klein, als dass die Einfangung in Wasserstoff iiberhaupt gemessen wer- 
den kénnte, was JACOBSEN auch experimentell bestatigt hat. 

Fir schwere Stoffe findet THOMAS einen Wirkungsquerschnitt propor- 
tional v5 und fiir Luft einen vier mal grosseren Wert als RUTHERFORD 
gemessen hat. 

OPPENHEIMER 5) hat auf Grund der Bornschen Stosstheorie den Wir- 
kungsquerschnitt fiir Einfangung in Wasserstoff berechnet. Er findet den- 
selben proportional v—® fiir grosse Geschwindigkeiten des a-Teilchens. Fiir 
Luft erzielt er eine sehr gute Ubereinstimmung mit den Rutherfordschen 
Experimenten. 


1) E, RUTHERFORD, Phil. Mag. 47, 277, 1924, 

2) G. H. HENDERSON, Proc. Royal Soc. 102, 496, 1923. 

3) J. C. JACOBSEN, Nature. 7, 2982, 1926. Diss. Kopenhagen (Dyva & JEPPESEN, 1928). 
Phil. Mag. 10, 401, 1930. : 

4) L. H. THomas, Proc. Royal Soc. 114. 561, 1927. Vgl. auch N. Boner, Zs. fir 
Phys. 34, 148 (Fussnote). 1925. Gegen einen friiheren Versuch von FOWLER (Phil Mag. 
47, 257), welcher sich auf Betrachtungen eines Temperaturgleichgewichts bezog, kénnen 
ernste Einwande erhoben werden. 

5) OPPENHEIMER, Phys. Rev. 31, 66, 349, 1928, 
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Eine nahere Betrachtung zeigt aber, dass die Oppenheimersche Rechnung 
nicht einwandfrei ist. Wir haben deshalb die wellenmechanische Rechnung 
wieder aufgenommen, wobei wir uns wie OPPENHEIMER auf die erste 
Bornsche Naherung beschrankt haben. 

Es zeigt sich, dass die Integralausdriicke, die bei der Berechnung der 
Einfangung eines in einem Coulombfelde gebundenen Elektrons auftreten, 
sich exakt auswerten lassen. Im Falle einer s-Bahn bekommt man besonders 
einfache Resultate. 

Angewandt auf atomaren Wasserstoff erhalten wir fiir den Wirkungs- 
querschnitt Q einen Wert, der fiir grosse Geschwindigkeiten des a-Teilchens 
proportional v—!? ist und ein Maximum hat wenn v in der Nahe der Geschwin- 
digkeit des Elektrons in seiner Bohrschen Bahn liegt. In Ubereinstimmung 
mit JACOBSENs Resultat sind unsere Werte fiir Q so klein, dass eine Ein- 
fangung in Wasserstoff kaum nachweisbar ware, immerhin sind unsere 
Werte im allgemeinen grésser als diejenige der Thomasschen Formel, 
jedoch kleiner als die Oppenheimerschen Werte. Unsere Formeln lassen 
sich zur ungefaéhren Berechnung von Q fiir Luft anwenden. Wir finden eine 
befriedigende Ubereinstimmung mit den experimentellen Werten. Im beson- 
deren kommt das Rutherfordsche experimentelle Gesetz der Proportiona- 
litat von Q mit v—>§ so zum Vorschein, dass die Einfangung der K-Elek- 
tronen im experimentellen Gebiet mit zunehmender Geschwindigkeit zu- 
nimmt, fiir die leichter gebundenen L-Elektronen dagegen schneller als 
v6 abnimmt. 


§ 2. In diesem Paragrafen wollen wir das Einfangungsproblem als ein 
wellenmechanisches Dreikérperproblem behandeln. Der Ubersichtlichkeit 
wegen wiederholen wir die Formeln der allgemeinen Methode. Sie sind von 
den Oppenheimerschen Formeln nicht wesentlich verschieden. 

Die Wechselwirkung zwischen H-Kern und a-Teilchen wird immer ver- 
nachlassigt. 

Es sei po e—?7'0f die Lésung der Schrédingergleichung : 


(A) pa ee 


fiir den Fall eines im Coulombfelde eines z-fach geladenen Kernes im 
Grundzustande gebundenen Elektrons (Wechselwirkungsenergie Hy) und 
eines gegen das Atom mit der relativen Geschwindigkeit v bewegten a-Teil- 
chens, unter Vernachlassigung der Wechselwirkung H, zwischen Elektron 
und a-Teilchen. 


Es sei p, e—?7'* die Lésung der Schrédingergleichung : 
(H+ H)jy=— 


fiir den Fall eines einmal ionisierten gegen den H-Kern mit der relativen 
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Geschwindigkeit v’ bewegten Het-Atoms im Grundzustande, unter ver- 
nachlassigung der Wechselwirkung Ho zwischen H-Kern und Elektron. 

Die Funktionen yp und g, denken wir uns folgendermassen gewahlt. 
Erstens streichen wir in beiden den Faktor, welcher die Koordinaten des 
gemeinschaftlichen Schwerpunktes enthalt und der sich bei der Einfangung 
ja nicht andert. Zweitens seien yo bzw. v1 so normiert, dass relativ zum 
Atom v, bzw. v’, a-Teilchen pro Sek. die Flacheneinheit senkrecht zur 
Bewegungsrichtung durchqueren. 

Wir setzen jetzt als Lésung der vollstandigen Schrédingergleichung : 


(HW +A, + AL) y=—s— = 


an: 
YW —Co (t) Yo Caer it ata Cy (v’, t) YP, e 271% t do’ sted Ny 


Hier bezeichnet do’ das Raumelement in dem Vektorraum o’ wobei 
ho’!) der relative Impuls vom System a-Teilchen-Elektron relativ zum 
gemeinschaftlichen Schwerpunkt des Systems ist. Mit dieser Festsetzung 


sind |co|? bzw. | |c;|? do’ die relativen Wahrscheinlichkeiten dafiir, dass 


man das Elektron im Grundzustand am Atomkern bzw. am a-Teilchen 
gebunden findet. Dieses gilt aber nur wenn wir noch annehmen, dass 9 
und ;, mit geniigender Annaherung zu einander orthogonal sind2). Die 
nicht hingeschriebenen Terme beziehen sich auf andere Zustande des Elek- 
trons als die hier ins Auge gefassten (z.B. Anregung und Ionisation, und 
Einfangung in vom Grundzustande verschiedene Zustande). 

Man findet in bekannter Weise nach der Methode der Variation der 
Konstanten, wenn zur Zeit t—0, co==1 und cy —0 gesetzt wird, dass die 
zeitliche Anderung von c, wahrend eines Zeitintervalls 0 >t gleich 


fa rT wore 
ES = div H, 9, e77'° 8 = Ag; Bl Be 18) 


ist, wo | dr Integration iiber alle vorkommenden Koordinaten bedeutet. 


Hierbei ist angenommen: erstens, dass c, klein gegen eins bleibt wahrend 
des betrachteten Zeitverlaufs, zweitens dass auch die Wahrscheinlichkeit 
des Ubergangs nach héheren Zustanden des Atoms und der Ionisation 
wahrend dieser Zeit so klein ist, dass co praktisch gleich 1 bleibt und drit- 
tens dass yo und , orthogonal sind, was bei nicht zu kleinen Abstanden 


yon Kern und a-Teilchen tatsachlich ungefahr zutrifft. Wir haben jetzt Cy 


iiber t und sodann |c,|2 iber o zu integrieren. 


1) ho’=pv' wo » die reduzierte Masse bedeutet. : 
2) Man beweist in diesem Fall leicht, dass bei der gewahlten Normierung Jeo |2-+ | ley }2. do! 


+ .... zeitlich konstant bleibt. 
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Man findet : 


t co ©6¢ 1 t ; 3 
I=) [Ho CPE: | ode =| [| [Ho e270) d¢| 2 m0’? do’ dé 
0 Ov 14 0 


. . / . 
wo é der Kosinus des Winkels zwischen v und v’ ist. 


Wegen: 
dv) cm, / __ po’ 
FT ae unde) 6¢—= h 
folgt in wohlbekannterWeise !) : 
+1 PA, 
Tat | |Ho) re dt 
| 


In dieser Formel ist v’ so zu wahlen, dass das Energieprinzip : 


v? M(Mq + m) 
2 =M 


__ v? Mq(M +m) 


ey x=M + Bae 


Si Ege 


erfiillt ist. 

Hier bedeutet : 
m bzw. gM bzw. M—die Masse des Elektrons, bzw. des Kernes, bzw. 
des a-Teilchens. 


SM=m + (q+1)M 


Ex. bzw. E,-== die Bindungsenergie des Elektrons am Kerne bzw. am 
a-Teilchen. 


Der Wirkungsquerschnitt ist : 


Oe ane 


Bei der Berechnung der Integralausdriicke erhalt man fiir die. Wellen- 
funktion des Anfangszustandes qo 2) : 


leld_ 


aie 


= exp [es (wm) Meek) _ Mina mi) 


na? 


1 2 ni 
rae} Sty: Cy + Px. + Cx.) — 


a? h (> M/) (sy My 
Peale ea | el 


(>M/} (>M/P ja, 
1) P. A. M. Dirac, Proc. Royal Soc. 114, 243, 1927. 


) Die von OPPENHEIMER loc. cit. p. 350 gegebene Formel (2) stimmt mit unserem 
Ausdruck nicht iiberein. 


OTT 


und fiir die des Endzustandes : 


2 xi 
a”) a (Deer Dee) eI {= 
ota ey 2ai\ , 7M? q(M-+ m) M3 q? 
V ae exp| h w.(R] (> My = snap 
4 eM M? q?(M-+m) | 
p (> M)? (+ M)? \) 7A 


Hier bedeuten (vgl. Fig. 1) : 


Fig. | 


g,, bzw. p, Abstand bzw. Impuls des a-Teilchens relativ zum Schwerpunkt. 
@ x DZW. Px iy , ¥ “e Kernes ,; < pe 
Cx. DZW- Pye» : s »  Schwerpunktes von Kern und 
Elektron relativ zum Schwerpunkt. 
Ebenso g,, und p,,. 
a. bzw. ane — der Radius der erstens Bohrschen Bahn des am z-fach gela- 
denen Kern bzw. a-Teilchen gebundenen Elektrons. 
R—Abstand vom Kern zum Elektron. 
oo - , a-Teilchen zum Elektron. 
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Das Matrixelement Ho, wird jetzt: 


2 Zaid IRI __ lel 
By = fr faeR exe | RIA CB as 
EL 4 a? aoe 
wo 
i? =M + M 
und: 
Bav M4 , Mq (M+ m) 
ay OSPIV) =M 


Die Auswertung liefert : 


26 x2 e 2 1 42? A? —1 ay 42° B? —2 
Boye= ae VS . @ ae h2 ) a a h2 2 


? Abts 


Das Energieprinzip lasst sich auf die Form : 


1 477A? 1 4x? B? 
Ge he ak (WE ei == (eres \aM+m) . 5 ee 


He 


bringen, wodurch die weitere Rechnung sehr einfach verlauft. 

Man findet nach Integration iiber den Winkel zwischen v und v’ den 
Wirkungsquerschnitt Q, der sich im Grenzfall M — oo unabhangig von q 
vereinfacht zu: 


1 127-3 
wet | I Teheran ls 2) : 
oS ei De Gye 4 +5 o2 - Q) 
; on2& 
wo: o => mv. 


Dieses Resultat erhalt man, auch ohne den Ubergang M— o, als 
Annaherungsformel im Gebiet wo v—v’,. v gilt, was im experimentellen 
Geschwindigkeitsbereich der a-Teilchen immer erfiillt ist. 

Wenn man einfiihrt : 


2 ae? 


h 


v—S. 


= 2,19 el Orie 


d.h. wenn man als Einheit der Geschwindigkeit die Geschwindigkeit des 
Elektrons in der Grundbahn des Wasserstoffatoms wahlt und wenn ay den 
Radius dieser Bahn bezeichnet, so wird der Wirkungsquerschnitt : 


218 

Q= a? 05 “75 2/5 $8 [s* + (z 42/7 fs (ze )?| a) 
Hier ist: z—=die Anzahl Elementarladungen des Kernes. 
C——— 


. ,, Stossenden Teilchens, 
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Man sieht, dass fiir kleine Geschwindigkeiten Q wie v8 zunimmt, ein 
Maximum erreicht und bei hohen Geschwindigkeiten wie v—1? abnimmt. 

Eine Ausnahme bildet der Fall zz’, wo nach unserer Formel Q fiir 
kleine Geschwindigkeiten wie v—? unendlich wird, fiir hohe Geschwindig- 
keiten aber wieder wie v—!? abnimmt. Dieser Ausnahmefall wird sofort ver- 
standlich, wenn man bedenkt, dass fiir z— 2’ bei kleiner Geschwindigkeit 
die Einfangung ohne Impulsumsatz verlauft. 


§ 3. Wegen der grossen Masse des Kernes und a-Teilchens ist es 
moglich die Einfangung als Ein-kérperproblem zu behandeln. Diese 
Methode hat gewisse Vorteile fiir die Diskussion der Resultate. 

Man setzt also schon vor dem Anfang der Rechnung M— o und hat so 
ein ruhendes Kraftzentrum (den Kern), woran ein zweifach geladenes 
Kraftzentrum (das a-Teilchen) mit der Geschwindigkeit v vorbeifliegt. 

Die Wellenfunktion vor dem Stosse ist jetzt gleich: 


= ese @ ; 
LAE ary game exp (ee Vo ‘) 


und nach dem Stosse: 


. 2 
n= exp Ee A —2nivt + 27 m (vg) — 2.21 t) 


Durch die zwei letzten Terme der e-Potenz ist dem Umstand Rechnung 
getragen, dass das Elektron mit dem a-Teilchen mitbewegt ist. 

Als Ansatz fiir die Wellenfunktion zu einem beliebigen Zeitpunkt haben 
wir zu setzen: 


wb wot bd: WV) gj ’ ‘ , . ° “ . (5) 


Wir nehmen an, dass vor dem Stosse b) —1, bj =0 und dass bo sich 
wahrend des Stosses nur wenig andert. 
Analog zu Formel (1) wird jetzt: 


h ; Tare. oie 
aah = | vo yy dt 


Man bedenke dass es sich jetzt um ein Einkérperproblem handelt. Man 
hat also R in g auszudriicken und iiber g zu integrieren. 
Es ist (siehe Fig. 2) : 
R= es l 
1 —Abstand Kern—a-Teilchen. 
Hier ist : 
Durch Integration iiber die Zeit von — oo zu + o, wo bei man bedenke, 


63 
Proceedings Royal Acad. Amsterdam, Vol. XXXII, 1930. 


980 


dass auch 1 von ¢ abhangt, erhalt man den Wert von b, nach dem Stosse. 
Es ist : 
P= p?+ v? #, 
wenn zur Zeit t==0 das a-Teilchen die kiirzeste Entfernung p vom Kerne 


besitzt. 
Um den Wirkungsquerschnitt zu berechnen, muss man ausgehen von 


einem Strom a-Teilchen, so dass pro Sekunde ein Teilchen die Flachenein- 


, Fig. 2 


heit senkrecht zur Bewegungsrichtung durchquert. Man muss also |b,|? 
iiber p integrieren und erhalt den Wirkungsquerschnitt zu: 


Q=| 2p oy aps 
0 


1 an 
Bei der Rechnung ist es bequem Re © durch ein Fourierintegral in 
einem dreidimensionalen Raum zu ersetzen: 


ees 
] ane . 
Re = Anal, { exp (2 i (eR) 


Baees 
(1 +42? a? a?,) 
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Nach Integration iiber g und ¢ erhalt man fiir b,: 


{fr dopccnem pcs : 
pak p? 1 2 a 
ee eget) |e riers) Hat | 

Bei der Berechnung ist (v.«)—=va, gewahlt. 

Eerste 
‘ She mv? mv 

ea aaa a ce re 

Wegen des Energieprinzips haben die beiden Faktoren im Nenner des 
Integrands denselben Wert (vgl. Formel (2)). 

Die Rechnung verlauft am einfachsten wenn man jetzt das Quadrat des 
obigen Ausdrucks fiir 6, zuerst iiber p integriert und nachtraglich iiber a, 
und a,. 

Als Endresultat gewinnt man so fiir Q wiederum den Ausdruck (Ss): 

Man kann auch in obigem Ausdruck fiir b, die Integration iiber a, und 
a, sofort ausfiithren. Man erhalt so die Einfangungswahrscheinlichkeit als 
Funktion von p. , 

Man findet, indem man (p «) = pay, setzt, zunachst iiber a, und nachher 
iiber a, integriert 1) : 


Do ee oc 4rt BANE im : 
De De TAN 
|, | Qa hiv (z+ v2 ) |X 5 (9) . ° (6) 
Hierin ist: 

aati 2 p2 

x=pV5-+=F 
aa v 

und: | 


H) (ix) = die Hankelsche Funktion erster Gattung und zweiter Ordnung. 
Nachtragliche Integration iiber p gibt wiederum (3). 


§ 4. Die Berechnung der Einfangung in und aus hdéheren Bahnen ver- 
lauft nicht verschieden von den bisherigen Rechnungen. Es zeigt sich, dass 
fiir Geschwindigkeiten fiir die der Wert des Wirkungsquerschnitts nicht 
su nahe am Maximum liegt sowohl die Einfangung aus einer ns Bahn in 
eine 1s Bahn, sowie die Einfangung aus einer 1s Bahn in eine ns Bahn 
durch : 

Opn, G ) bzw. Q,=77Q, (2 a 
n n 
dargestellt wird, wo Q, (z, 2’) durch Formel (4) gegeben ist. 

In der Nahe des Maximums wird Q, durch ziemlich komplizierte Aus- 


1) Vgl. JAHNKE—EMDE, Funktionentafeln, S. 170. 
63* 


982 


driicke dargestellt. Es hat aber keinen Sinn hier naher darauf ein zu gehen, 
da die erste Bornsche Naherung in diesem Gebiet ja doch nicht mehr zu 
richtigen Resultaten fiihrt. (Vgl. Diskussion in § 6). 

Die Einfangung in und aus p-Bahnen, d-Bahnen u.s.w. ist im allge- 
meinen viel kleiner und bei den Anwendungen zu vernachlassigen. 


§ 5. In Figur 3 haben wir unsere Resultate zusammengestellt 1). Betrach- 
ten wir zunachst die Einfangung aus einer 1s Bahn in eine 1s Bahn. Es sind 
angegeben die Thomasschen und Oppenheimerschen Kurven fiir z= 1 und 


2 


Hh 


unsere Resultate fir z—1, z—2 und z=7. Weiter sind die von 
RUTHERFORD (><) und von JACOBSEN 2) (0) experimentell bestimmten 
Querschnitte fiir Luft angegeben. 

Um zu einer theoretischen Abschatzung der Einfangung in Luft zu ge- 
raten haben wir den Wirkungsquerschnitt eines Stickstoffatoms berechnet 

] : . . 

peleiden sind die Kurven z= 1, 2,7 etwas ungenau gezeichnet. Im besonderen sind die 
Ordinaten von z=7 etwa um og 2 zu klein. 

Be ; 

) Diese haben wir aus JACOBSEN’s Messungen der freien Weglange fiir den Prozess 


ee 
He — He  hergeleitet, (Vgl. seine Dissertation S 
’ . 3 5 n ,, — “ 
unsicher. (Vgl. § 1). allon S93) ¢ Det anit Del 27 aancecun 
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indem wir angenommen haben, dass ein N-Atom zwei 1s-Bahnen in einem 
Coulombschen Felde mit z—7 (K-Elektronen) und zwei 2s-Bahnen in 
einem anderen Coulombschen Felde (L;-Elektronen) besitzt. Fiir die 
effektive Kernladung dieses Feldes haben wir einmal den Wert z—2 
(Bindungsenergie 13.5 Volt), andermal z—2.4 (Bindungsenergie 19.5 
Volt) zugrunde gelegt. 

Die Einfangung der p-Elektronen haben wir auf Grund der in § 4 
erwahnten Rechnungen vernachlassigt. In der Figur bezeichnen die Kurven 
A (z=2) und B (z=2.) das doppelte des so erhaltenen Querschnitts. 
Man sieht das bei s=4 und s = 6.5 die theoretischen A-Werte sich den 
experimentellen nahe anschliessen; fiir s==7 ist der theoretische Wert 
ungefahr zwei mal zu gross !). 


§ 6. Diskussion der Resultate. 

Die erste Bornsche Naherung gibt nur dann eine gute Approximation 
wenn die Geschwindigkeit des stossenden Teilchens gross ist verglichen 
mit der des Elektrons in seiner Bahn2). Man muss also darauf vorbereitet 
sein, dass die Rechnung in der Nahe des Maximums des Wirkungs- 
querschnitts zu falschen Werten fihrt. 

Eine erste Méglichkeit zur Kontrole der Giite der Naherung gibt Formel 
(6), die |b,|2 als Funktion von p gibt. Es ware namlich denkbar, dass die 
Grésse |b,|?, die ihrer Bedeutung nach immer <<1 sein muss, fiir kleine 
Werte von p nach den Formeln zu gross, eventuell sogar grésser als eins 
ausfallen wiirde. Es zeigt sich aber, dass dies bei der Einfangung aus einer 
1s-Bahn in eine 1s-Bahn praktisch nur der Fall ist, wenn z in der Nahe 
liegt von z’ (Resonanzfall, vergl. S. 982). Als Beispiel haben wir fiir Was- 
serstoff (z= 1) |b,|2 als Funktion von p berechnet fiir zwei Geschwindig- 
keiten (s == 1 und 2) (Figur 4). Man sieht dass |b,|? immer kleiner wie eins 


1 


i,t SSee ee 


Fig. 4 


1) Zieht man in Betracht, dass 20 9/g der Luft aus Sauerstoff besteht so wird die Ueber- 


einstimmung etwas besser. 


2) Vgl. z.B. H. BETHE, Ann. der Phys. 5, 327, 1930. 
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ist. Auch bei unserer Anwendung auf Stickstoff fallt die Schwierige, eit der 
zu grossen |b;|2 Werte nur wenig ins Gewicht. 

Es sei noch daran erinnert, dass fiir kleine p auch der Umstand, dass die 
Orthogonalitat von y, und wy in Formel (5) schlecht erfiillt ist, eine © ‘ehler- 
quelle darstellt. 

Es gibt aber eine Fehlerquelle, die viel wichtiger ist. Wir hatter: ia ange- 
nommen, dass wahrend der Wechselwirkung by von eins auf einen nur 
wenig von eins verschiedenen Wert herabfallt. Dies wird fiir grosse 
Geschwindigkeiten annaherungsweise zutreffen. Fiir kleinere Geschwin- 
digkeiten wird bo aber nicht nur abnehmen wegen der grésseren Zunahme 
von 6, (Einfangung) sondern hauptsachlich dadurch, dass andere b, die 
sich auf Anregung und Jonisation!) beziehen ,,aufgeschaukelt” werden. 
Dieser Effekt wird dem Einfangungseffekt bei weitem iiberragen, lasst sich 
aber schwer berechnen. Man darf daraus den allgemeinen Schluss ziehen, 
dass die Einfangungswahrscheinlichkeit kleiner ausfallen wird, als sie sich 
nach unserer Rechnung ergeben wiirde. Hierin diirfen wir vielleizht die 
Erklarung dafiir erblicken, dass fiir s== 7 unsere Rechnung eizen zu 
grossen Wert des Wirkungsquerschnitts ergibt. Wie man aus der Figur 3 
sieht, riihrt die Einfangung hier hauptsachlich von den K-Elektronen her 
und eben fiir diese sind wir im Gebiet wo die (seschwindigkeit des a-Teil- 
chens und die der Elektronen von derselben Gréssenordnung sind. 

Die rechnerischen Schwierigkeiten, die sich einer genaueren Behandlung 
des Problems entgegenstellen, scheinen sehr gross zu sein. 


1) Vgl. die Versuche von BOTHE und FRANZ iiber die Anregung von K-Strahlung durch 
a-Teilchen ; Zs. fir Phys. 52, 400. 1929, 


Physics. — Anschluss der Utrechter Strahlungs- und Temperaturmes- 
sungen an Messungen am schwarzen Kérper mittels des Gold- 
punktes. Von L. S. ORNSTEIN, D. VERMEULEN und J. Woupa. 
(Mitteilung aus dem Physikalischen Institut der Rijks Universiteit 
Utrecht.) 


(Communicated at the meeting of November 29, 1930). 


Zur Messung von Intensitaten im Physikalischen Institut war es not- 
wendig iiber Lichtquellen zu verfiigen deren spektrale Energieverteilung 
und deren absolute Energie mit geniigender Genauigkeit bekannt ist. 

Dazu sind verschiedene Methoden ausgearbeitet worden, von denen eine 
kurze Beschreibung gegeben wird. 


A. RELATIVE MESSUNGEN. 


1°. Die photographische Methode'). 

Die Verteilung der Energie von gliithendem Wolfram im sichtbaren 
Gebiete ist photographisch, ganzlich unabhangig von einer Temperatur- 
bestimmung gemessen worden. Es stellt sich heraus, dass man die spektrale 
Energie von Wolfram (Bandlampen und Spiraldrahtlampen) mit einer 
Farbentemperatur beschreiben kann. 


20, Die pyrometrische Methode'). 

Hier benutzt man die Erfahrungstatsache, dass die spektrale Energie- 
verteilung des gliihenden Wolframs mit einer Farbentemperatur zu 
beschreiben ist. Die schwarze Temperatur wird mit einem optischen Pyro- 
meter nach HoLBorN-KuRLBAUM gemessen, und die Farbentemperatur 
daraus mit Hilfe der Tabellen von ZWIKKER 2), FORSYTHE und 
WORTHING ®) bestimmt. 

Diese Methode ist fiir Spiraldrahtlampen durch VAN ALPHEN bearbeitet 
worden, aber weil sie miihsam ist, haben wir fiir diese Art der Lampen die 
Farbentemperatur mit der 


1) H. C. VAN ALPHEN, Strahlungsmessung an Wolframlampen, Ann, d. Phys. 85, 
S. 1058, 1928. Die Methode wurde publiziert durch Prof. L. S. ORNSTEIN in Scripta Univer- 
sitatis Atque Bibliothecae Hierosolymitanarum 1923. 

2) ZWIKKER, Dissertation, Leiden 1925, Physische eigenschappen van Wolfram bij 


hooge temperaturen. 
3) W. E. FORSYTHE and A. G. WorTHING, Astrophys. J. 61, S. 146, 1925. 
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30, Zwei Farben Methode gemessen'). 

Bei einem schwarzen Korper ist bekannt, dass die Temperatur eine 
Funktion der Energieverhaltnisse fiir zwei Wellenlangen ist. Das ist auch 
richtig fiir Kérper deren Energie man mit einer Farbentemperatur beschrei- 
ben kann. 


B. ABSOLUTE MESSUNGEN. 


19. Mit einer absolut geeichten Thermosaule. 

Wir haben eine Termosdule benutzt, die geeicht war mit Hilfe der 
Methode von VAN Dijck 2). Die Strahlung einer Wolframbandlampe, derer 
Farbentemperatur bestimmt war, wurde durch ein Filter von bekannter 
Durchlassigkeit geschickt und mit der absolut geeichten Thermosaule 
gemessen. Damit hat man die Energie pro Raumwinkel und pro A bei 
40.560 « bestimmt, und mit Hilfe der bekannten relativen Verteilung 
der Energie ist also dadurch die absolute Energie pro A im sichtbaren 
Gebiet bestimmt. 


20. Mit dem Pyrometer. 

Die schwarze Temperatur einer Wolframbandlampe ist mit einem 
optischen Pyrometer nach HOLBORN-KURLBAUM bestimmt und dann die 
wahre Temperatur mit Hilfe der Tabellen gefunden. Da man die Ober- 
flache des Bandes, die wahre Temperatur und den Emissionskoefficienten 


kennt, kann man die Energie pro Raumwinkel pro A bei 0.560 u berechnen. 


Um diese Resultate an die internationale Temperaturnormale anzu- 
schliessen, haben wir die Messungen an einem schwarzen Kérper gemacht, 
dessen Temperatur mittels des Schmelzpunktes von Gold (1063° C.) 
bestimmt wird. Der schwarze Kérper von Nickel ist konstruiert, wie in 
Fig. 1 angegeben ist. 

Die Strahlung der Wand A wird mit dem Optischen Pyrometer bestimmt; 
die Offnungen der Diaphragmen sind so gewahlt, dass kein Licht dabei 
durch die Diaphragmen abgeschnitten wird. 

Ein Platindraht, und ein Platin Rhodiumdraht wird durch die Porzellan- 
réhrchen B gefiihrt, und in der Stelle A wird ein kleines Stiickchen Gold 
(ca. 0.30.35 mM.) geklemmt. Die beide Drahte sind kurz vor den 
Kontaktstellen des Goldes zu Spiralen geformt, damit die Warmeabfiihrung 
klein ist. Das Gold, das wir benutzten, hatten wir von der Rijksmunt in 
Utrecht erhalten, und hatte einen Reinheitsgehalt von 999.98 9/,)3). Die 
beiden Drahte des Thermoelementes Pt-PtRh wurden nach einem Gal- 
vanometer gefiihrt, in Reihe mit einem hohen Widerstand. Die Unter- 


1) L. S. ORNSTEIN, D. VERMEULEN, E. F. M. v. D. HELD. Calibration of Standard- 
Jamps for relative and absolute measurements. 20, 573, 1930. 

2) W. J. D. vAN Dick, Ztschr. f. phys. Chemie, 127, S. 297, 1927. 

3) Hierfiir méchten wir Dr. v. HETEREN unseren herzlichsten Dank sagen, 
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brechung des Thermostromes gab dann den Zeitpunkt an, wobei das Gold 
durchschmolz. 


Der schwarze Kérper wurde in einen Heraeus-Rohrofen gebracht, der 


Fig. 1. 
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abgeschlossen wurde bis auf eine kleine Offnung, die so gewahlt war, dass 
kein Licht durch Diaphragmierung verloren wurde. ; 

Die Dimensionen des Ofenrohres waren: Lange ca. 30 cM. und 
Querschnitt ca. 6.5 cM. 

Der Ofen wurde so langsam geheizt, dass die Temperatur ungefahr 
114 Grad pro Minute wuchs und unterdessen wurde immer die Temperatur 
der Wand A des schwarzen Kérpers mit dem Pyrometer bestimmt. Das 
Diaphragma, dass der Wand A am nachsten war, konnte man ebensowenig 
wie den Golddraht von der Wand A unterscheiden sodass man also 
annehmen darf, dass der Raum, dessen Temperatur gemessen wurde, 
gleichmassig temperiert und geniigend schwarz war. Die Benutzung von 
Nickel fiir die Konstruktion des schwarzen Kérpers hatte noch den Vor- 
teil, dass diese sich bei Erhitzung mit einer Schicht von Nickeloxyd be- 
deckt, was der Schwarzheit zugute kommt. 

Eine Berechnung ergab, dass das zuriickbleiben der Temperatur des 
Golddrahtes, bei dieser Erwarmungsgeschwindigkeit keine Rolle spielt. 
Fiir diese Berechnungen ebenso wie fiir seine Ratschlage und Hilfe bei 
diesen Messungen, sind wir Herrn E. F. M. v. D. HELD zu grossen Dank 
verpflichtet. 

Ein Zeit-Temperaturdiagramm wird in Fig. II gegeben. 
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Der Augenblick des durchschmelzens des Golddrahtes ist durch einen 
Pfeil markiert. 

Die héheren Temperaturen sind kontrolliert worden, indem vor eine 
Wolframbandlampe ein grauer Abschwacher gesetzt, und der Strom so 
lange geregelt wurde bis, mit dem Pyrometer eine Temperatur von 10639:G3 
gemessen wurde. Danach wurde die Lampe ohne Abschwacher pyrome- 
triert. Die so bestimmte Temperatur ist auch mit Hilfe der bekannten genau 
gemessenen Abschwachung zu berechnen. 


Vergleichung der Messung der absoluten Energie mit Hilfe der absolut 
geeichten Thermosaule und mit Hilfe des Pyrometers. 

Es stellt sich heraus, dass die Temperaturen die fiir die Berechnung der 
absoluten Energie gebraucht wurden, (siehe Publication: Journal of the 
- Optical Society of America 20, 573, 1930) ungefahr um 10° zu hoch sind. 
Mit Hilfe dieser Korrektion wird der Unterschied zwischen beiden Metho- 
den von 2 bis 3 % auf 1 bis 2 % reduziert. 


Geology. — Compaction an agent in the accumulation of oil at the 
anticlines. By J. VERSLUYS. 


(Communicated at the meeting of November 29, 1930). 


It is generally accepted that accumulation of oil has some connection 
with structure. In most cases accumulation has taken place in the 
structurally high portions of the coarse strata. 

Various reasons are given for this accumulation in the top of the 
structures. Most geologists ascribe it to the difference in specific gravity 
between oil and water, although this has not yet been confirmed by 
experiments. Experiments as a rule have not given much evidence as to 
the opinion that small globules of oil, disseminated in the water which 
fills the pores of a sand, are able to rise along an overlying layer of clay 
which has a gentle slope. Such experiments, however, are not quite 
conclusive, as the time factor is too small to be comparable to the time 
available for accumulation in the earth's crust. On the other hand, in the 
earth the distances are so much greater than in the experiments that much 
more time would be required to bring about the accumulation. The author 
does not reject buoyancy as an important factor in oil accumulation at the 
anticline, but in his opinion other factors may also have a considerable 
influence. 

There are different opinions as to the origin of oil. Most geologists. 
however, agree inasmuch as they accept that oil must have migrated, as 
it is very improbable that so much organic matter has been originally 
enclosed by the sediments within the limit of the present oil accumulations 
as to give rise to the existence of all the oil. It is more plausible that oil has 
been formed as small globules throughout the water in the voids of the 
sediments. It is a question whether oil has been formed in all the strata 
or only in part of them. In the opinion of several authors it is mainly 
formed in the finer grained strata. These, however, are generally clay 
and are easily compressed by the weight of the overlying sediments. The 
water is partly squeezed out and makes its way mainly through the coarser 
strata1). The small globules of oil are entrained on to the coarser strata, 
from which, however, as will be explained below, they will not easily 
penetrate finer grained layers again. 

In 1898 F. H. KiING2) mentioned motion of underground water owing 
to compaction. Since the relation of such motion to carrying oil and gas 


!) J. VERSLUYS: “Synclinal oil and unsaturated strata’ Proc. Royal Academy Vol. XXXI 
pp. 1086—1090, Amsterdam, 1928. 

2) “Principles and conditions of the movement of ground water’ Nineteenth Annual 
Report of the U. S. Geol. Survey, II, p. 77. 
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on to the coarser strata was dealt with by R. W. JoHNSON1) and by 
R. Van A. Mitts and R. C. WELLS2). These authors however do not 
give an explanation as to how oil and gas are left behind in the coarser 
strata and they did not realize that the flow caused by compaction may be 
an agent in accumulation in the structurally high portions of these strata. 

The water, although mainly having a longitudinal motion through the 
coarser sheet sands and lenses, at certain points rises to the surfaces 
across the finer grained and the coarser layers both. These points of escape. 
where the water has its most intensive vertical motion, are the crests of 
anticlines and domes. 

Not only are the clayish strata compressed, but compaction takes place 
also in the coarser, sandy strata, and it is perhaps more the flow of water 
due to the compaction of the sandy than of the clayish strata that brings 
about the accumulation of oil in the anticlines. The clayish sediments are 
very easily compressed by the weight of overlying strata and this 
compaction may nearly be finished when the structures are formed. This 
compaction may be supposed to take place according as the weight of 
sediments increases 3). 

The sands can be compacted in two ways. The grains may be crushed 
when they are submitted to a very high pressure. Such pressure, however, 
cannot be brought about until the thickness of superimposed strata is about 
10.000 metres according to VAN Hise and HoskINs 4), Although the 
calculations of these authors are not claimed to be exact, a great depth is 
required to fulfil the condition of the crushing of the sands. There is, 
however, another way in which sands may be supposed to be compacted 
gradually. The water in the voids is a solution which tends to be in 
equilibrium with the minerals of the formation. Such equilibrium can not 
exist because in the points of contact of two grains the stress on account 
of the compacting pressure is greatest and this stress performs work when 
these corners give way, that is to say, when some substance is dissolved. 
So the total potential energy of the gravity action on the sediments 
decreases when the grains are dissolved or corroded at the points of 
greatest stress, and the same material is precipitated in the neighbourhood 
on the surface of the grains, which means that this phenomenon will take 
place 5). In this way the centres of gravity of the grains approach one 
another and porespace decreases, so that water is squeezed out. This 


1) “The réle and fate of the connate waters in oil and gas sands’. Am. Inst. Min. Eng. 
Trans. LI, p. 975, 1915. 

2) “The evaporation and concentration of water associated with petroleum and natural 
gas.” U. S. Geol. Survey Bull. 693, 1919, pp. 68 and 69. 

3) J. VERSLUYS: “An hypothesis explaining some of the characteristics of clay.”’ Proc. 
Royal Academy Vol. XXX, pp. 104—112, Amsterdam, 1927. 

4) C. H. VAN HIsE, Sixteenth Ann. Rep. U. S. Geol. Survey 1896, pp. 571—843 and 
L. M. Hoskins, ditto, pp. 845—874. 

5) J. WERSLUYS: “The compacting pressure of sediments.” Proc. Royal Academy 
Vol. XXX pp. 1004—1009, Amsterdam, 1927. 
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compaction ultimately brings about cementation. The rate at which this 
compaction takes place depends on the amount of weight, but it is quite 
different from the compaction of clayish strata. In the latter, when part of 
the water has been squeezed out, an equilibrium may be established which 
is only disturbed when the pressure is changed. In sandy strata, however, 
the compaction by solution and recrystallization, takes place slowly and it 
does not counterbalance the increase of the burden. Perhaps it would 
continue until the voids are entirely filled with secondary minerals, or 
till they are divided into disjointed compartments. 

The compaction of the clayish sediments which takes place according 
as the burden of overlying sediments increases is presumably nearly 
finished before the strata are folded and if this is the case it mainly causes 
the concentration of oil in the coarser strata. The compaction of the coarser 
strata which goes on at a slower rate almost indefinitely, may be the main 
cause of the accummulation at the anticlines. In the later stages of 
compaction the phenemenon of recrystallisation will also take place in the 
finer grained strata. 

The direction of the motion of water in alternating coarser and finer 
sediments after folding, if it is accepted that both finer and coarser 
sediments are still being compacted, is shown by the arrows in fig. 1. In 


this plate the coarser sands are supposed to be sheet sands, If they are 
more or less lenticular the flow conditions are not materially altered. 

As it has been stated above and is expressed in figure 1, the water rises 
across the finer grained strata at the anticlines. This can be conceived as 
follows. In a coarse stratum, the differences of pressure head are small 
due to the fact that resistance against motion is small in such layers. Hence 
pressure head in a coarse layer does not differ much in the syncline and 
the anticline. The resistance opposed by the overlying strata to the rising 
motion of water however is smallest at the crests of the structures, so that 
here water will mainly rise as long as it is submitted to compaction pressure. 
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-If the water in the pores of all the strata is supposed to be littered with 
small globules of oil as mentioned above, then in the coarser strata they 
will not be directly in touch with the minerals and they will be spherical. 
They are separated from the grains by a film of water owing to the fact that 
the minerals are better wetted by water than by oil, as already mentioned. 
(At the end of this paper it will be explained that if there were an oil 
in the formations for which the minerals had a greater affinity than for 
water, such oils would never accumulate. Therefore, without hazarding an 
opinion on the question whether or not such oils might exist, they can be 
discarded, as they would never collect in certain parts of the formation 
so as to be discoverable and exploitable.) In coarser strata the globules 
can easily be entrained and follow the motion of water, as they are small, 
compared with the dimensions of the voids of the sediments. 

In very fine grained sediments the globules will also be separated from 
the grains by a film of water, but they may be of the same order of 
magnitude as the voids of the sediment, so that their form may depend on 
the shape of the pore in which they lie. Consequently they will, as a rule, 
not be spherical, often oblong, if the voids have the form of channels. 
Except for the film of water which separates them from the wall, the 
globules cover the whole cross section of a pore and will be propelled 
by the water. 

With the spherical form the area of the surface is smallest and 
consequently the potential energy of the intermolecular forces has its 
smallest possible value. Hence a globule can pass easily from the fine 
layer into a coarse one, as then the intermolecular forces come into action 
as they perform work. If, on the contrary a globule has to be pushed from 
a coarse stratum into a finely grained one, work has to be done to 
counterbalance the increase of potential energy of the intermolecular 
forces. Thus a force is needed to make the globules pass from a coarse 
into a fine layer. 

In the former pages it has been explained, and it is shown in fig. 1 
that the water, charged with small globules of oil will flow accross the 
finer strata at the crests of the structures. Intermolecular forces however 
will retain the globules of oil, so that they accumulate under the fine 
grained strata in the anticlines and domes. The fine grained layers thus 
become the “‘caprocks”’ of the oil. 

Where the oil accumulates under the caprock, the globules unite and 
gradually the pores of the coarse layer are filled with oil. An oil-filled 
layer of sand arises under the caprock at the crest. This seals off the upper 
part of the sand under the caprock and no more water can pass, So that 
accumulation would cease. Then, however, accumulation must take place 
farther down the slope. As soon, however, as a continuous layer of oil is 
formed, this can move updip due to buoyancy. There would be no other 
resistance than internal friction of oil, which approaches zero, as the 


motion is infinitely slow. 
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When a certain amount of oil in this way has accumulated in the 
structurally high portion of a coarse layer, the buoyancy tends to make the 
oil rise and consequently the oil exerts a pressure on the water in the 
caprock, which equals the product of the difference in specific gravity and 
the height from the border of the edgewater to the crest of the stratum. 
This pressure is counterbalanced by the intermolecular forces. These forces 
however can only withstand a certain pressure, so that the height of the 
oil, although it may be great, can not increase infinitely. It is quite probable 
that in some cases the oil may penetrate the caprock and perhaps all the 
oil may migrate to the next higher 
coarse sand. This will not be 
treated in all details. 

When the coarse layer is filled 
with a continuous mass of oil, it 
may be assumed that the film of 
water covering the grains will 
disappear. Independent of the 
question whether when the coarse 
layer is filled with a continuous 
mass of oil there are still films of 
water covering the grains or not, 
the intermolecular energy would 
increase if the oil penetrated a finer 
grained layer, because if the oil 
replaces water in the finer grained 
layer the interface either of oil and 
mineral matter or of oil and water 
must increase, so that there is a 
resistance opposed to oil penetrating 
finer layers. 

Probably minute particles of 
water will remain at the contacts 
of the grains in loose sands, in the 
Z oil after its accumulation, as a 
EEE) walter Fig. @) consequence of the fact that the 


grains are more easily wetted by 
water, than by oil. The condition of the remaining water would be 


represented schematically by fig. 2. This condition corresponds to the 
“pendular condition’ 1) of sand wetted with liquid. Then the liquid forms 
small pendular bodies at the points of contact of the grains. In the case 
of water and oil the pendular bodies would also be water.. 

It is to be stated here why oil that wets the minerals better than water 
would not accumulate. Soon after they have been formed, the globules of 
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') J. VERsLUYS: ,,De capillaire werking in den bodem", Amsterdam 1916 and: “Die 
Kapillaritat im Boden" Int. Mitt. fiir Bodenkunde, Munich 1917 pp. 117—140. 
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oil would attach themselves to the grains of the formation and gradually 
take a position as shown in fig. 3. There would be pendular bodies of oil 
in water. They would remain at the spot and the 
formations would contain erratic small bodies of 
pendular oil, which would not be detected. The author 
does not mean to say that such oil exists; he merely 
wishes to make sure that all accumulated oil must have 
less affinity for the mineral grains than water, because 


, otherwise it would not have migrated. Moreover, oil 

Fig. 5 : mr 
with such a great affinity for the minerals would 
tend to enter the more finely grained strata if it could migrate at all. 

The occurrence of oil in stray sands can be explained by the above 
theory. When there are only isolated coarser lenses, the water, when 
moving on account of compaction, makes its way through these lenses 
and where it leaves them, the oil is retained by these lenses due to the 
filtering action as described above. 

The opinion that compaction of the coarser sediments is one of the 
factors involved in the process of oil accumulation is perhaps supported by 
the fact that many sands yield the oil quite liberally without this being 
followed by a flow of water at a considerable rate. Perhaps this may be 
explained as follows. Compaction of the coarser strata takes place through 
dissolution and recrystallization. This is impossible after the pores are 
filled with oil, so that after the accumulation of oil the compaction can 
continue only outside the oil ; consequently in the water-filled portion the 
pores become narrower than the oil-filled portion of the sand. 

The writer admits that the above theory is speculative. Another 
speculation may be added as to the question of pendular bodies of water 
in the oil accumulation. As far as the authors knows, there is no indisput- 
able evidence of pendular water remaining in the oil after accumulation 
in loose sands, unless the water mentioned by MILLs and WELLS 1) may 
be regarded as such which, however, is not sure. Anyhow, the percentage 
of water, in this way suspended amidst the oil, would be very small and it 
is not sure that it would be entrained by the oil when this flows to a well. 
But even within such bodies dissolution and recrystallization might continue. 
Then, however, the angles of the pore space around the point of contact of 
the grains would gradually become less favourable for the suspension of 
water. The pendular water then must sink and segregate from the oil and 
unit with the water of the underlying fine grained layer. 

Anterior to F. H. KING, above mentioned, R. Hay 2) in 1890 explained 
some properties of ground water as caused by the burden of superimposed 
strata. This author's conception however was static. 


1) R. VAN A. MILLS and R. C. WELLS: “Opt. Cit. pp. 26 and 27. 
2) “Artesian wells and the causes of their flow’. The American Geologist V, pp. 


296—301, 1890. 
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Mathematics. — Die Endlichkeit der Invarianten bei einfachen Gruppen. 
Von R. WEITZENBOCK. 


(Communicated at the meeting of November 29, 1930). 


Einleitung. 


In einer in diesen Proceedings!) unlangst erschienenen Mitteilung habe 
ich die Endlichkeit der Invarianten beziiglich beliebiger Untergruppen 
® der allgemeinen projektiven Gruppe von n Verdnderlichen unter der 
Voraussetzung bewiesen, dass sie fiir einfache Gruppen feststeht. Dies 
ist in der Tat der Fall, wenn man die durch H. WEYL?) auf transcen- 
dentem Wege erhaltenen Resultate benutzt *). 

Es ist mir nun gelungen auch fiir einfache Gruppen einen rein algebrai- 
schen Endlichkeitsbeweis zu finden. Und zwar nicht nur fiir eine bestimmte 
Darstellung von , von der z.B. alle Endlichkeitsbeweise der klassischen 
Invariantentheorie Gebrauch machen, sondern fiir alle Darstellungen von 
durch lineare Transformationen. Es gelang dies durch alleinige Beniit- 
zung der Konstitutionsformeln, die fiir die Zusammensetzung der infinite- 
simalen Transformationen von © gelten, wobei ausgibig von den Resul- 
taten Gebrauch gemacht wird, die durch KILLING, CARTAN und WEYL 
gefunden wurden‘). 

Der hier gegebene Endlichkeitsbeweis ist konstruktiv, d.h. er gestattet, 


theoretisch wenigstens, die endliche Integritaétsbasis auch wirklich zu 
ermitteln. 


cae 


Wir stellen in diesem § alles zusammen, was fiir den Endlichkeitsbeweis 
aus der rein algebraischen Theorie der einfachen Gruppen bendtigt wird. 
Es sei r23 die Ordnung der einfachen Gruppe ©, ,/21 ihr Rang. 
Dann kann man die r inf. Tr. von &, , — unabhangig von jeder beson- 
deren Darstellung — in der folgenden Gestalt als gegeben annehmen: 


&, Salah, Ne PA uriced hig eke, ae Eg, foe RP ah fas . 5 (1) 


1) Band 33, 29. Marz 1930, p. 232. 

2) H. WEYL, Mathem. Zeitschr. 24 (1925), p. 392. 

3) Das Problem der Endlichkeit stellt D. HILBERT in seinem Pariser Vortrag. Vgl. 
D. HILBERT, Géttinger Nachr. (1900), p. 281 und Compte rendu du 2iéme congrés international 
des Mathém Paris (1902), p. 92. 


4) W. KILLING, Mathem. Ann. 31, 33, 34 und 36 (18881890); E. Cartan, Théses, 
Paris (1894); H. WEYL, Mathem. Zeitschr. 24 (1925), jah See 


997 


Hier bilden die 1 inf. Tr. H,, H>,.,H1 eine L-gliedrige Abelsche Unter- 
gruppe 9; von ,, sodass also jeder Klammerausdruck [H; Hi] =0 ist. 
Die r—I iibrigen inf. Tr. von (1) zerfallen in '/2(r—l) Paare wie z.B. 
E, , E_. und es gilt, wenn a,,a),...,a 1 komplexe Zahlenkoefficienten 

bedeuten, die nicht alle gleichzeitig Null sind: 
(hie oe ha |i .|—— — 7 Be 


P Z 
(ee | ace Gua i Op. ai ots 2) 


Ist dann H=4,.H,+4.H2.+....+4.Hi die allgemeine inf sr, 


aus , so wird: 
Vad oe at Ce eee AO) cao, Ln, [HE_.|=—a. E_. (3) 
Die in (3) stehende Linearform der / Parameter Ae es A 
ee tree ar ee” iT. tgas (4) 


heisst die der inf. Tr. Ex entsprechende ,,Wurzel”. Wir haben dann 
die r-l verschiedenen Wurzeln 


OME Ra Deni Mpc On aces, vo ss oom 6 (5) 
und fiir die Zusammensetzung von E. und Eg gilt: 
[Ex Ea|\ — Nag . Fuse a Ee ne eee (6) 


wobei Nug=— Nea FO ist, wenn a+ B wieder als Wurzel in (5) 
vorkommt. Ist hingegen a+ f keine Wurzel, so ist Nag—=O0 und EF, ist 
mit Ez vertauschbar. 

Aus den Wurzeln (5) kann man ein sog. ,Fundamentalsystem” aus- 
wihlen; dies sind / linear-unabhangige Wurzeln a, B,y,... (zwischen 
denen also keine lineare Beziehung mit konstanten Koefficienten besteht) 
und jede weitere Wurzel g ist eine lineare Form p= aa+bfr.... 
mit ganzen rationalen Koefficienten ): 

Zusammengestellt haben wir also die folgenden Konstitutionsformeln: 


(H,HiJ=0, [HEJ=o.E., [HE-J=—4.E« “ 
PER Es = a, H, + a2 teks +- nes + a,H,, [E.. Eg] — Nag . Fu+2 


Bezeichnet man die inf. Tr. von G, mit X,, X2,----> X, und ist 
[X, Xi] = Tie Xs» 80 sind die Zusammensetzungskoefficienten Ty, durch (7) 


sy? 


vollstandig bestimmt. 


Bei dreigliedrigen Gruppen @, kann man wegen {= 1 tiberdies von 
den Parametern 4; absehen und hat statt (7): 


[H Bal —— 2 Ex, a eg la ean, Pergo eae 


1) CARTAN 1. c. p. 65. 
oss 


998 


Jetzt liege eine Darstellung D von , durch lineare homogene T'rans- 
formationen 


Xi — at Xk . + . . . . . . . (8) 


in n Veriinderlichen vor. Die kleinsten n fiir die dies méglich ist sind 
von E. CARTAN bestimmt worden: /+1 bei der allgemeinen linearen 
Gruppe, 2/ bei der orthogonalen, 21+ 1 bei der Komplexgruppe; bei 
den iibrigen einfachen Gruppen der Ordnung 78, 133, 248, 52 und 14 
ist das kleinste n ae 20m 2 4om2Osundey a) 


In (8) kénnen die a* als rationale Funktionen der r Parameter j,, 
do, ..++, Av, du +++Ae, Vorausgesetzt werden 7), die sich in der Umgebung 
der Identitat 24,0 regular verhalten. Setzen wir dann 


Ry sia son 


al) iXk ; * . . . . ’ . (9) 


so sind 


die r infinitesimalen Transformationen von ,, die zu dieser Darstellung 
D gehoren. 

Ein homogenes Polynom f(x;,2%2,...,Xn), fiir das identisch in den 
x; X;(f) =A, .f gilt, ist eine X,-Invariante. Analog $)-Invarianten und 
,-Invarianten. Die Multiplikatoren A, heissen bei 6;-Invarianten “Ge- 
wichte’”. Ist H=/,H, +4,H, +... +4 Hp =41,X,+4,Xo4+... +4 X 
die allgemeine inf. Tr. von §;, so hat eine $,-Invariante f bei H das 
Gewicht 4= 4, A, + 4,4, +... +4) Al: 


Hifeed fs « Gl a 


Es gelten dann die Satze 3): 

1. Hat die $;-Invariante f das Gewicht A und ist f gleich einer Summe 
von Formen f’,f",... mit Gewichten #4, so folgt f=0, d.hf ver- 
schwindet fiir alle x;. 

2. Ist f=E0 eine $,-Invariante vom Gewichte 4, so ist E. (f) ent- 
weder = 0 oder ebenfalls eine §,-Invariante und hat dann das Ge- 
wicht A+ a, 


3. Ist f eine 1- Invariante vom Gewichte A, so gibt es ein kleinstes 
m, sodass 


Br (f) =Ez (Bn (f)) = 0, Ba (f)=0 
ist. Ey’ (f) hat dann das Gewicht 4 + m.a. 
1) ebenda, p. 147. 


2) ebenda, p. 133. 
3) H. WEYL. Mathem. Zeitschr. 23 (1925), p. 277. 
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4. Es gibt bei einfachen (und ebenso bei halb-einfachen) Gruppen © 
nur absolute G-Invarianten. Sei namlich X;(f) = A,. fund X;(f)= A:.f, 
so ist [X, X;](f):=0 und jedes X; von © ist als Summe 2 LX, X;] 


zu schreiben. 


§e2 


Wir suchen zuerst alle §, -Invarianten f. Hierzu gehen wir aus von 


BiG ao ee ae (11) 
und bestimmen fiir diese einzelne inf. Tr. Hy; ein volles System 91, 92,.. 
von H,-Invarianten'). Dieses volle System erweitern wir allenfalls 
indem wir zu jedem y; vom Grade p in den x die endlich vielen linear- 
unabhangigen H, - Invarianten vom selben Grade p hinzunehmen ’). Dann 
gilt fiir diese Formen ',, ¢'2,... des erweiterten Systems mit gewissen 
Konstanten 4’; : 


TGS Abed OF en See Sl YY) 
Nun bilden wir Hi_:(y';) und haben, da Hi und H, vertauschbar sind: 
Hi (His (v':)) = Hi (Ai (y't)) = 42» Hi (v's). 
d. h. die Formen H_1(¢';)) sind wieder Hi-Invarianten und deshalb 
linear und homogen durch die ¢’; ausdriickbar : 


Ais (y's) — Alte Qk . cS «4 + ° ‘ ’ (13) 


Von dieser inf. Tr. Wt suchen wir wieder ein volles System y;, 2,.-- 
wobei jetzt die yi Formen der yi werden. Diese y konnen so gewahlt 
werden 3), dass sie bei Hi; und bei Hy; invariant sind und dass umgekehrt 
auch jede Form der xi, die bei His und H, invariant ist, ein Polynom 
dieser y: wird. Das System der y, erganzen wir allenfalls wieder durch 
Hinzufiigung der linear-unabhangigen Formenvon gleichem Grade in den 9’. 

Der nachste Schritt zeigt, dass die Formen Hi (yi) wieder Ai 
und H,.; — Invarianten sind und dass man daher 


A (yi) = Ve ve 


hat. Auf diese Weise fortfahrend wird die ganze Gruppe ; erschépft 
und man erhalt ein endliches volles System 


RC ee ee) 


von linear-unabhangigen (absoluten und relativen) :-Invarianten. Diese 


1) Vgl. diese Proceedings 33 vom 25. 1. und 29. 3. 1930. 
2) Vgl. diese Proceedings 33 vom 29. 3. 1930. p. 236. 
3) Vgl. diese Proceedings 33, (1930), p. 237. 
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f; nehmen wir jetzt als neue Veranderliche aus denen die Invarianten 
der ganzen einfachen Gruppe ®, aufgebaut werden. Wir bemerken noch, 
dass auch die absoluten ,-Invarianten F (fi.f4....) fiir die also 
H,(F)=0 gilt, einen endlichen Integritdtsbereich bilden. 


43h 


Wir behandeln zuerst dreigliedrige einfache Gruppen 
OF — H ; Ex ? Foy 


mit den Gleichungen (7a). 

Sei f; eine H- Invariante vom Gewichte 4,. Dan ist FE. (f) wieder eine 
H - Invariante vom Gewichte 4,;—2 und also wieder linear-homogen durch 
die Invarianten des Systems (14) darstellbar: 


Ef) = ol" [eae eee 
Von dieser inf. Tr. oF Ui f, suchen wir ein volles System F,, 
i 
F,,..., Fn von absoluten Invarianten. Dann gilt: 


HH (PF) bi Ee FB ,) ==0. 
Vom System der F; ausgehend suchen wir ein volles System von 


absoluten H -Invarianten F?: 
HAE ,) = 0. BAD) == 0 ee lO) 


Ich behaupte, dass diese Fy auch bei E_, absolut invariant sind und 
also die gesuchte Integritatsbasis fiir die @, - Invarianten bilden. 

Es gilt namlich der Satz: Ist y bei H und bei E, absolut invariant 
so auch bei E_.. 

Beweis. Es sei p die kleinste.Zahl wofiir E°%’ (yp) = 0 ist. Dann 
haben wir: 


E. E_. (p) = [Ez E_.] (~) + E_« Ex (y) =0 
E, E? , () =[B. E-2] E-«(p) + E_-« Es E_«(y) = 
= HE_.(y)=— a. E_« (9) 
BE, E? \¢) =— a. (1-F2)) By (@) 
ee ot (17) 
IBM shied (2) ae nO a Ce coset) Ie ey) 
E. Ee, (g)=—a.5.(p—l). Bez" (9) 
Wird nun [E. E_.]=E,E_.—E_.E, auf EF’. (py) angewendet, so 
ergibt sich wegen E®%’ (p) =0 und (17) 


HE? , (y)=—p.a. EP, (9) =a. 5 (p—l). Be (9), 


also, da a. FE’, (p) #0 ist: p=0, w.z.b.w. 
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§ 4. 
Jetzt sei 
G, =) pias eee esos, a tee 


eine einfache Gruppe mit r>3 und (14) sei wieder ein volles System 
von linear-unabhangigen (absoluten and relativen) ©, - Invarianten fi: 


LG eee = Deane tye. Ok (18) 


Ferner sei a, ,7,..., ein Fundamentalsystem von Wurzeln (Vogl. § 1). 
Wir konstruieren genau so wie im vorigen § (Gleichung (15)) ein 
volles System von linear-unabhangigen absoluten E..- Invarianten f'k: 


AF == tee eee ima On et eet + (19) 
Jetzt sei 6 eine von a und von —a verschiedene Wurzel. Es gibt dann 
ein ganzes a—O derart, dass f, B-+oa, B+24a,...., Baa Wurzeln 


sind, B-+ (a+ 1).a aber nicht mehr. 
Wir bilden Eszaa (fs) =Ep (fi). Wegen [Ee Ea) = 05 (6. paist 
keine Wurzel!) haben wir Ex Es (f',)=0, d. h. Ez (fx) ist wieder 


absolute E, -Invariante und daher wird: 
Ex (fx) = BF ee ee ae rer (20) 


Mit Hilfe dieser Gleichung suchen wir wieder die absoluten Eg: ~Inva- 
rianten f, und bekommen so ein volles System von linear-unabhangigen 
Formen f, mit 


Ep = 2 eee Ey On Eh yO Asp 1 20) (21) 


Nun sei y eine weitere Wurzel des Fundamentalsystems. Zu dieser 
Wurzel gibt es dann mit ganzen b' und a’ eine Wurzel y’ =y+ 5 f+ aa 
(b’ = 0,a'=0)derart, dass weder y +(b’+ 1) 6’+a'a noch ytb’p+(a'+l)a 
Wurzeln sind. Dies kann man wie folgt einsehen. Es sei b’ maximal 
gewahlt: y, 7 + B,...y +6 6 seien Wurzeln, nicht aber y + (b'+ 1) f’. 
Zu diesem y + b' 6’ suchen wir das maximale a’, so dass also y+ b'B+a, 
y+ b p+ 2a,...., y + bp + aa Wurzeln sind. Ware beiy+0'f'+ a'a 
der Koefficient b' weiter zu vergrossern, so hatten wir die Wurzel 
y+b,p+aa mit maximalem 6b’, >b’. Ware hier wieder a zu ver- 
grdssern, so ergabe sich die Wurzel y +b, 6’ + a',a mit b', > b, und a >a. 
Dieses Anwachsen der Koefficienten von 6' und von a kann nicht stets neue 
Wurzeln erzeugen; es miisste also einmal y-+5; 6’ + aia=yt 5x pt+a.a 
werden, was auf eine lineare Abhangigkeit zwischen a und fiihren wiirde. 

jaitie Web Ey + op! + a’e gilt dann 


B, Ey (f)=0. Ep Ey (ff) =9. 
d.h. E, (f,) ist wieder eine Invariante f’ von (21), also: 


Bf Stiew = - . + + (22) 
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Wir finden hieraus die absoluten E,:-Invarianten f”: 
Hf =A ke, Balf)=0. Ee (t,)=90, Er lf, )=0 
pi =ptaa yY=yt f+a'a 


Wir gehen in dieser Weise weiter bis alle Wurzeln a, f,7,...,¢ 
eines Fundamentalsystems aufgebraucht sind und erhalten so ein volles 
System f'” von Invarianten, fiir die 


(23) 


fey AE) fe Ba (fi) = 0 Be (fi) 0, ee) Ome 
gilt, wobei mit ganzen p;,= 0 

daaad 

B’ =pnat+f 

Y =p:%+p2P+y/ a ens er 0) 


mw =pna+ pab+...+ u 
ebenfalls ein Fundamentalsystem von Wurzeln bilden. 
Gehen wir jetzt vom vollen System der f(\*) iiber zu einem vollen 
System von absoluten §,-Invarianten F;, so sind diese F; nach (24) 
und dem im §3 bewiesenen Satze auch bei E_. invariant: E_.(F)—0. 


Wegen 

[E_. Fa) = Nae. Ei are mit N_«@ #0 
folgt die absolute Invarianz bei Ez—., ebenso die bei Ez_24,...., Eg. 
Daraus wieder nach dem Satze des §3: E_;(F;)=0, also schliesslich: 


die F; sind bei ; und bei allen Ex, des Fundamentalsystems absolut 
invariant, daher auch bei allen EF, der ganzen Gruppe &,. 


Chemistry. Uberhitzung und intensive Trocknung von Flissigkeiten. 
Von ERNST COHEN und W. A. T, COHEN—DE MEESTER. 


(Communicated at the meeting of November 29, 1930). 


EINLEITUNG. 


Die im Jahre 1922 von H. B. BAKER") veréffentlichten Untersuchungen 
iiber den Einfluss intensiver Trocknung auf die Eigenschaften von Fliissig- 
keiten haben in hohem Masse die Aufmerksamkeit der Chemiker und 
Physiker auf sich gelenkt. Seine Versuche ergaben, dass wenn z.B. Benzol, 
welches wahrend 81% Jahren iiber Phosphorpentoxyd getrocknet war, in 
einer Kochflasche aus Jenaer Glas in einem Oelbade erhitzt wird, ein im die 
Fliissigkeit getauchtes Thermometer eine um 26° héhere Temperatur zeigte, 
wenn regelmassige Dampfbildung in der Fliissigkeit stattfand, als der 
Siedetemperatur des Benzols bei 1 Atm. Druck entsprach. Dieselbe Er- 
scheinung trat bei zahlreichen anderen von ihm untersuchten Fliissigkeiten 
ein. Die nachstehende Tabelle 1 enthalt BAKER’s Resultate: 


“UNEASE, ih 
Period of drying. | Original boiling} New boiling Rise 

Years. point. point. 
Bromine 8 63° 118° 559 
Mercury 9 358 420—425 62 
Hexane 81/, 68.4 82 14 
Benzene 81/, 80 106 26 
Carbon disulphide 1+ 27 49.5 80 30 
Carbon tetrachloride 9 78 above 112 34 
Ethyl ether 9 35 83 48 
Methyl alcohol 9 66 above 120 54 
Ethyl! alcohol 9 78.5 138 60 
Propyl alcohol sg) 95 134 39 


Zu demselben Ergebnis gelangte A. Smits bei einer teilweisen Wieder- 
holung dieser Versuche?). 


1) J. Chem. Soc. 121, 568 (1922). 
2) J. Chem. Soc. 125, 1068 (1924). 
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Seitdem ist das Resultat der genannten Untersuchungen und deren Er-~ 
klarung von mehreren Seiten angezweifelt worden). So z.B. in letzter 
Zeit von S. LENHER, welcher den Nachweis fiihrte, dass auch nicht ge- 
trocknete Fliissigkeiten, falls dieselben in einem Gefass erhitzt werden, 
welches sich in einem Fliissigkeitsbade befindet dieselben Erscheinungen 
zeigen, wie intensiv getrocknete, m.a.W., dass die Tatsache, dass z.B. ein 
in intensiv getrocknetes Benzol getauchtes Thermometer 26° héher anzeigt, 
wenn regelmassige Dampfbildung in der Fliissigkeit stattfindet als der 
Siedetemperatur des Benzols bei 1 Atm. Druck entspricht, nicht nur auf 
Rechnung des intensiven Trocknens zu setzen ist. 

Sowohl die BAKERschen Versuche, wie auch die Widerspriiche, welche 
zwischen diesen und denen von Smits, alsauch die, welche zwischen den 
Mitteilungen von LENHER und denen von SMITS vorzuliegen scheinen, ver- 
anlassten uns das Problem naher zu studieren, um durch eigene Versuche 
einen Einblick in den Tatbestand zu gewinnen. 


I. Das vorliegende Material. 


1. WVorauszuschicken ist, dass, wahrend BAKER zu seinen Versuchen 
stets Kolben benutzte, SMITS sich etwa 2 cm. weiter Réhren bediente, 
LENHER dagegen beide Arten von Gefassen verwandte, Samtliche Autoren 
unterwarfen ihre Gefasse einer griindlichen Reinigung durch Verwendung 
geeigneter Fliissigkeiten bezw. durch Erhitzen bis zum Erweichen des 
Glases. Ueber die Verwendung von Kolben schreibt uns Kollege BAKER: 
“T have never tried heating the liquids in narrow tubes but always in bulbs 
of 100 or 200 cc capacity. Narrow tubes would produce superheating.” 

2. Besondere Aufmerksamkeit erfordert die Art und Weise des Er- 
hitzens der zu untersuchenden Fliissigkeit. 


1. Erhitzen in einem Flissigkeitsbade. 


3. BAKER verwandte dazu in allen seinen Versuchen ein Oelbad. Wah- 
rend SMITS 2) in den Versuchen, welche er mit. BAKER zusammen ausfiihrte, 
das namliche Erhitzungsverfahren benutzte, wendet er sich gegen dasselbe 
in seiner Kritik3) der LENHERschen Studien, in welchen bei manchen Ver- 
suchen diese Art und Weise des Erhitzens verwendet wurde. Smits be- 
tonte, dass Erhitzen in einem Fliissigkeitsbade stets zu einer Ueberhitzung 
fiihrt, falls nicht folgenden Anforderungen geniige geleistet wird: 


') Smits, J. Chem. Soc. 2399 (1928), speziell S. 2407; LENHER and FARRINGTON 
DANIELS, Proc. National Acad. Sci. 14, 606 (1928); LENHER, J. Am. Chem. Soc. 51, 
2948 (1929); Nature, 123, 907 (1929); J. Phys. Chem. 33, 1579 (1929); TIMMERMANS, 
Bull. Soc. Chim. Belg. 38, 160 (1929); BRISCOE, PEEL and ROBINSON, J. Chem. Soc. 368 
(1929); J. W. SMITH, J. Chem. Soc. 788 (1929); MANLEy, Nature, 123, 907 (1929) 

2) J. Chem. Soc. 123, 1223 (1923). 

3) J. Phys. Chem. 34, 1861 (1930). 


. 
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a. Es muss, wenn méglich, eine porése feste Substanz auf dem Boden 
des Siedegefasses zugegen sein. 

b. Das Fliissigkeitsniveau in dem Bade soll niedriger stehen als das in 
dem Siedegefass. 

c. Die Badtemperatur soll die der Fliissigkeit in dem Siedegefass niemals 
mehr als einige wenige Grade iibertreffen. 

d. Mann soll die Fliissigkeit in dem Siedegefass niemals abkithlen um 
sie dann wieder zu erhitzen. 

Zwar aussert SMITS sich gelegentlich seiner Kritik der LENHERschen 
Versuche folgenderweise: ‘The chief point is that the heating by means 
of a bath must be carried out in the manner described above. The author 
was careful of this in the experiment done in cooperation with Prof. 
BAKER...”, doch man findet in der betreffenden Mitteilung keine Andeu- 
tung, dass Smits es damals notwendig erachtete diese Fiirsorge zu nehmen. 

4. Bei BaKer’s Versuchen gestaltete sich die Beachtung der genannten 
Punkte folgendermassen: 

Ad. a. In seiner Mitteilung “Change of properties of substances on 
Drying’ 1), sagt BAKER auf Seite 568: “Broken pieces of fused silica had 
been placed in each bulb, so as to prevent ordinary superheating.” Auf 
Seite 569 der genannten Abhandlung findet man den Passus: ‘Fragments 
of fused quartz previously ignited were placed at the bottom of each flask.” 
Hierzu ist zu bemerken, dass bekanntlich durch den Gliihprozess, die die 
Ueberhitzung vorzubeugende Wirkung der verwendeten Siedeerleichterer 
aufgehoben wird. 

Ad. b. und c. Ueber Punkt 6. spricht BAKER in seinen Verodffent- 
lichungen nicht, wahrend er wohl dafiir Sorge trug (Punkt c.), dass die 
Temperatur des Fliissigkeitsbades nicht stark von der der zu untersuchen- 
den Fliissigkeit verschieden war. 

Ad. d. In den Bakerschen Versuchen wurde, soweit ersichtlich, dieser 
Bedingung Geniige geleistet. 


2. Erhitzen auf freier Flamme. 


5  Ausser bei den bereits oben erwahnten Versuchen, welche SMITS mit 
BAKER zusammen ausfiihrte2), hat ersterer sich stets einer freien Flamme 
(eines Mikrobrenners) bedient. Dabei hat er indes iibersehen, dass auch 
bei dieser Art und Weise des Erhitzens, seiner eigenen Aussage nach, 
Ueberhitzung eintreten kann, falls nicht den oben genannten Punkten a. 
und d. Geniige geleistet wird. Nirgends erwahnt er in seinen Versuchen, 
dass er sich irgendeines Siedeerleichterers bedient habe, wahrend er sehr 
ausfiihrlich Versuche beschreibt 3), in denen er die betreffende Fliissigkeit 
mehrmals abkiihlte und spater wieder erhitzte. 


1) J. Chem. Soc. 121. 568 (1922). 
2) J. Chem. Soc. 123, 1223 (1923). 
3) J. Chem. Soc. 125, 1068 (1924), speziell S. 1074. 
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WEITERE WIDERSPRUCHE ZWISCHEN DEN BAKERSCHEN UND 
SMITSSCHEN ERGEBNISSEN. 


6. Smits beschreibt 1) folgenden Versuch: ‘‘Febr. 23rd 1923. The tem- 
perature of the boiling and distilling liquid (benzene) showed a rise up to 
87° whilst the temperature of the vapour rose to 85°. 

After this experiment a crack developed while the capillary tube was 
being again sealed off and although the capillary tube was immediately 
repaired a small quantity of moist air had entered. 

This accident had a very interesting result, which was completely in 
agreement with a result of BAKER. After a month the experiment was 
repeated with the following result. 

March 23rd, 1923. The temperature of the boiling and distilling liquid 
during the distillation rose only to 81.5° and the temperature of the vapour 
to 80.9°. Consequently the effect attained after 9 months’ intensive drying 
had almost completely disappeared.” Smits betrachtet das Ergebnis dieses 
Versuches als “completely in agreement with a result of BAKER’. Schlagt 
man aber dessen Originalmitteilung nach, so findet sich dort 2) folgender 
Passus: “Benzene, obtained from Kahlbaum had a boiling point of 79.5°. 
It was dried by phosphoric oxide and distilled into the apparatus. The 
apparatus was provided with two thermometers. The temperature of the oil 
bath was raised very slowly. When it had reached 105°, there was manifest 
evaporation and liquid could be seen dropping from the upper thermometer, 
which gave a reading constantly of 80°... The liquid boiled at 106° quite 
steadily. Some of the liquid was distilled from the apparatus into a dis- 
tilling flask and left for a day exposed to moist air. Its boiling point was 
found to be 105°. It was then shaken with water and it was found that 
the water could be boiled through the layer of benzene, only slow 
evaporation of the latter taking place.” 

BAKER kommt also zu dem entgegengesetzten Resultat wie SITs 3). 


WEITERE BEMERKUNGEN. 


7. Von den Bemerkungen, zu denen die Arbeiten von BAKER und von 
Smits Anlass geben, seien hier vorlaufig nur folgende genannt: 

Welche Temperatur BAKER4) als Siedetemperatur der untersuchten 
Fliissigkeiten betrachtet, ergibt sich aus dem Passus: 

“In every case the boiling point, indicated by the formation of bubbles 
in the heated liquid, showed a large elevation of 30 to 60°.” 

LENHER ®) hat mit Recht darauf hingewiesen, dass es irrefiihrend ist, diese 


1) Chem. Soc. 125, 1068 (1984), speziell S. 1074. 

2) J. Chem. Soc. 121, 568 (1922). Speziell S. 570. 

3) Athylather sowie drei von BAKER untersuchte Alkohole zeigten das von SMITS beim 
Benzol beobachtete Verhalten. 

4) J. Chem. Soc. 121, 568 (1922). 

>) J. Phys. Chem. 33, 1579 (1929) ; speziell S. 1581. 
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Temperatur mit dem Namen Siedetemperatur zu bezeichnen. BAKER gibt in 
seiner ersten Abhandlung die Tabelle, welche wir oben bereits produziert 
haben. Da sich aus seiner Mitteilung nicht ergibt, ob die Zahlenwerte unter 
der Bezeichnung “‘original boiling point’’ in demselben Apparate unter den- 
selben Verhaltnissen (Erhitzen in einem Oelbade) wie die in der Kolumne 
“new boiling point” angefiihrten, ermittelt wurden, verlieren die Zahlen, 
welche als “rise” angedeutet werden, ihre Bedeutung. Dass man hier nicht 
von einer Erhéhung des Siedepunktes reden darf, ist evident. Auch das 
Fehlen irgendwelcher Angabe der Temperatur des Dampfes der betref- 
fenden erhitzten Fliissigkeiten vor und nach dem Trocknen macht den 
Wert dieser Tabelle illusorisch. Dies wird sich auch aus unseren eigenen, 
weiter unten zu beschreibenden Versuchen naher zeigen. 


EIGENE VERSUCHE. 


8. Die Literatur iiber Siedeverzégerung reiner Fliissigkeiten ist bereits 
sehr alt. Eine dankenswerte Uebersicht dariiber findet sich (bis zum Jahre 
1869) bei TOMLINSON 1). Daraus ist ersichtlich wie schwierig es ist der- 
artige Flissigkeiten ohne Verzégerung zum Sieden zu bringen. GROVE?) 
ging selbst soweit den Satz auszusprechen, dass reines Wasser sich iiber- 
haupt nicht zum Sieden bringen lasst, Angesichts der in jenen Unter- 
suchungen erhaltenen Resultate wundert man sich von vornherein dar- 
iiber, dass BAKER gelegentlich seiner in oben zitierter Tabelle wieder- 
gegebenen Untersuchung sich nicht dariiber verbreitet, ob er die betref- 
fenden Fliissigkeiten vor dem Trocknen in seinem Siedeapparat in der 
namlichen Art und Weise (Thermometer in der Fliissigkeit) studiert hat, 
wie nach dem Trocknen. 

9, LENHER3) hat nun mit Beachtung samtlicher von BAKER beschrie- 
benen Kautelen im Gegensatz zu BAKER folgende Tatsachen festgestellt: 
a. Dass Tetrachlorkohlenstoff nach fiinfjahrigem Trocknen beim Sieden 

sowohl in der Fliissigkeit wie im Dampf die Temperatur 76.8° bei 
762.2 mm zeigte, falls die Erhitzung mittels eines Platindrahts auf 
elektrischem Wege in der Fliissigkeit vorgenommen wurde. Folgt man 
dem von BAKER verwandten Verfahren (Erhitzen mittels eines Fliis- 
sigkeitsbades) so stieg die Temperatur des Tetrachlorkohlenstoffs auf 
90°. Das Molekulargewicht ergab sich nach dem VikToR MEyYERschen 
Verfahren als normal. 

b. Dass nicht vdllig getrocknete Fliissigkeiten4) die namlichen Erschei- 
nungen zeigen wie die nach Baker's Verfahren jahrelang scharf ge- 
trockneten und in einem Fliissigkeitsbade erhitzten. 

Aber auch BAKER hat nachgewiesen, dass feuchtes Benzol sich wie scharf 


1) Phil. Mag. (4) 37, 161 (1869). 

2) J. Chem. Soc. New Series 1, 263 (1863); speziell S. 273. 

3) J. Am. Chem. Soc. 51, 2948 (1929). 

4) Proc. Nat. Acad. Sci. 14, 606 (1928); J. Am. Chem. Soc. 51, 2948 (1929); Nature 


123, 907 (1929); J. Phys. Chem. 33, 1579 (1929). 
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getrocknetes verhalten kann: das zeigt sein Versuch, welcher oben in § 6 
beschrieben wurde. 

Aus den unter a und b genannten Tatsachen ergibt sich, dass, falls ein 
Einfluss des Trocknens tatsdchlich existiert, die von BAKER und SMITS 
beobachteten Erscheinungen nicht ausschliesslich dem Trocknen der be- 
treffenden Fliissigkeiten zugeschrieben werden diirfen. Wahrend Smits 
noch im Jahre 1927 aus Anlass der BAKERschen Siedeversuche schrieb 1); 

Bei oberflachlicher Beobachtung kénnte man meinen, dass es sich hier 
um Ueberhitzungserscheinungen handele, aber dann wiirde man sofort 
schliessen miissen, dass die Erscheinung der Ueberhitzung durch die inten- 
sive Trocknung stark abgeandert worden sei, denn selbst in den Fallen, 
wo die Siedepunkte 30° bis 60° erhéht gefunden wurden, trat kein 
explosives Sieden und dann ein Sinken der Temperatur ein, sondern, wie 
BAKER ausdriicklich betont, das Sieden fand ebenso ruhig statt, wie beim 
gewoéhnlichen Siedepunkt. Eine gewisse Ueberhitzung war natiirlich nicht 
ausgeschlossen, aber das Hauptphanomen machte nicht den Eindruck einer 
Ueberhitzung’’, betonte er in seiner drei Jahre spater verdffentlichten Ab- 
handlung 2): “It is evident that the author does not invocate boiling point 
determinations for the study of the influence of drying on inner transfor- 
mations. On the contrary, since 1923 he has declared that completely con- 
vincing results can only be obtained by vapour pressure determination, and 
as every one who has followed our work knows, this method has already 
been used for several years in this laboratory.” . 

10. Bei diesem Tatbestand haben wir versucht uns selbst ein Urteil zu 
bilden iiber die Siedeerscheinungen bei nicht getrockneten Fliissigkeiten, 
falls dieselben in verschiedener Art und Weise erhitzt werden. Die hierbei 
erhaltenen Ergebnisse sollen nunmehr n&her erértert werden, wobei vor- 
auszuschicken ist, dass die Verwendung von Kolben (etwa 100 cc) zu 
denselben Ergebnissen fiihrt wie die von Glasrdhren (2 bis 3 cm. Diameter). 
Die verwendeten Glasréhren waren 30 cm lang; etwa 5 cm vom oberen 
Ende war ein schrag nach oben gehendes Rohr angeschmolzen, das als 
Riickflusskiihler wirkte. Stets befand sich ein kontrolliertes ANSCHUTZsches 
Thermometer, sowohl in der betreffenden Fliissigkeit, wie in dem Dampf- 
raum (2 bis 3 cm, oberhalb der Fliissigkeit). 

Samtliche verwendeten Gefasse (Jenaer Glas) wurden sorgfaltigst durch 
langeres Auskochen mit konzentrierter Schwefelsdure und nachherigem 
Ausspiilen mit destilliertem Wasser gereinigt, sodann durch Erhitzen auf 
freier Flamme getrocknet. 


A. ERHITZEN IN EINEM FLUSSIGKEITSBADE, 


11. Wir verwendeten ein Nujolbad, dessen Inhalt mittelst eines WiTT- 
schen Glasriihrers stark geriihrt wurde, 


') Z, Physik. Chem. 129, 33 (1927); speziell S. 35. 
2) J. Phys. Chem. 34, 1861 (1930) ; speziell S. 1865. 
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bereits im vorangehenden Versuche benutzte Fliissigkeit. 


Das Niveau der Badfliissigkeit steht 


der erhitzten Fliissigkeit. 


frische Flissigkeit. 


* 
+ 


Intermittierende ruhige Blasenbildung. 


Keine Bildung von Dampfblasen. 
Dann und wann eine Damp fblase. 


Ununterbrochene Blasenbildung. 
B Ss bedeutet 


Stossweise Blasenbildung. 


a? 
+ 


<4 


Die hierbei mit verschiedenen Fliissigkeiten erhaltenen Resultate sind in 


den Tabellen 2, 3 und 4 zusammengefasst. 
In diesen und den nachfolgenden Tabellen bedeutet: 


RED: 
St.B. 
Reb: 
KBD: 
DanwD. 
b.F. 
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12. Zu diesen Tabellen ist folgendes zu bemerken: Wir hatten zu~- 
nachst bei unseren Versuchen die Badfliissigkeit um etwa 2 cm. hoher 
gehalten, als die der untersuchten Flissigkeit. Wie die Tabellen zeigen, 
war die Temperatur der Flissigkeit (Tabelle 2, Wovles, On6n GS oLk 
Tabelle 3, No. 1 bis inkl. 11, Tabelle 4, No. 1 bis inkl. 8) stets um mehrere 
Grade hdher als der normalen Siedetemperatur derselben entspricht. 

Nachdem Smits 1) mitgeteilt hatte (vergl. oben Seite 1005, Punkt b.), 
dass zwecks Vorbeugen eines Ueberhitzens dafiir zu sorgen ist, dass die 
Badfliissigkeit stets unterhalb der zu untersuchenden Fliissigkeit steht, 


1) J. Phys. Chem. 34, 1861 (1930); speziell S. 1861. 
65 


Proceedings Royal Acad. Amsterdam. Vol. XXXII. 1930. 
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haben wir zur Kontrolle auch unter diesen Verhdltnissen gearbeitet, wobei 
die Badfliissigkeit 2 cm. niedriger stand als die in dem Siedegefass. Wie 
aus den Tabellen 2, No. 2, 4, 9, 10, Tabelle 3, No. 12 bis inkl. 16, Tabelle 4, 
No. 9 bis inkl. 12 ersichtlich, entspricht diese Mitteilung von Smits dem 
Tatbestande nicht, denn auch falls die Badfliissigkeit niedriger steht, kann 
Ueberhitzung eintreten. 

Bemerkt se: hierzu ausserdem, dass sowohl bei geringerer wie bei 
grésserer Héhendifferenz zwischen der Badfliissigkeit und der unter- 
suchten Fliissigkeit Ueberhitzung eintrat. 

13. Auch die von SMITS unter Punkt a. (vergl. oben Seite 1005) genannte 
Bedingung haben wir naher untersucht, wobei sich herausstellte, dass in 
Gegenwart von Siedeerleichtern (Bimstein), zuvor erhitzt bezw. nicht er- 
bitzt, zwar eine geringere Ueberhitzung stattfindet, dieselbe aber keines- 
wegs zum Verschwinden kommt. 

14. Wie die Tabellen zeigen, entspricht das von SMITS unter Punkt d., 
Seite 1005 Mitgeteilte dem Tatbestande nicht. Kihlt man namlich die 
Fliissigkeit in dem Siedegefass nach dem Erhitzen ab und erhitzt sie spater 
wieder, so findet man in manchen Fallen eine héhere Temperatur der 
Fliissigkeit, bei welcher sich Dampfblasen in derselben bilden, in anderen 
eine niedrigere als beim ersten Erhitzen, 

15. Als Gesamtresultat lehren somit unsere Versuche, dass auch beim 
Erhitzen einer nicht getrockneten Fliissigkeit, selbst wenn man die von 
SMITS mitgeteilten Kautelen nimmt, eine Ueberhitzung stets eintritt. 


B. ERHITZEN AUF FREIER FLAMME. 


16. Bei diesen Versuchen (Tabellen 5, 6 und 7) verwendeten wir ent- 


TABELLE 5 (Wasser). 


Versuchsnummer: | 1 2 3 a 5 | 6 
Barom. in mm.: | 759 | 759 WEY | 757 757 : 757 
Temp. der Fliissigkeit: 104° 45) 102°. Op 1012. 8 T1t02°2- 103° M1052 2am en One eO 
Temp. des Dampfes: | OO? | 1@OR72 Se 5 100°.0 100°.0 | 100°.0 
Stee Hee ies UB. | uB. | UB. | UB. ULB. | UB. 
Siedeerleichterer: | ohne meee ohne ohne ohne aN: ‘ - 
Nae oe: | Bunsen- | Bunsen- | Mikro- | Mikro- | Mikro- | Mikro- 
brenner | brenner | brenner | brenner brenner | brenner 
| f | b.B, f bk fw | b.F. 
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weder eine kleine Bunsenflamme oder die Flamme eines Mikrobrenners. 
Fin Unterschied liess sich dabei nicht feststellen. 


TABELLE 6 (Benzol). 


a 


TABELLE 7 (Tetrachlorkohlenstoff). 


Versuchsnummer: 1 2 3 4 
a 
‘Barom. in mm. 746 759 756 756 
Temp. der Fliissigkeit: 80°. 2 80°14 81°.0 SLOR2 
Temp. des Dampfes: 80° .2 80°.2 79°.8 1928 
AC eee aay UB. UB. UB. UB. 
Siedeerleichterer: ohne ohne ohne Fiche sere arh 
Art der Flamme: Bunsenbrenner | Bunsenbrenner | Mikrobrenner | Mikrobrenner 
; Tabelle 3, No. 16 ; pie 


Versuchsnummer : j 2 | 3 4 5 6 
ie eee A 
Barom. in mm.: 736 736 | 736 748.5 748.5 748.5 
Temp. der Fliissigkeit: He? M8 76°84 es? 3? 3B 78°.0 80°.0 
Temp. des Dampfes: Ua” set USS Tat 76° .0 76° .0 76° .0 
Art der Blasenbildung in | yp | UB. | UB. | LRB. | UB. | KBD. 
der Fliissigkeit : 

é mit nicht | mit nicht | mit nicht 
Siedeerleichterer: ohne ohne ohne erhitztem | erhitztem | erhitztem 
eid ; FI : Mikro- Mikro- Mikro- Mikro- Mikro- Mikro- 

mepcers tame: brenner | brenner | brenner brenner | brenner | brenner 

f b.F. b.F. f f b.F. 


C. ELEKTRISCHE ERHITZUNG MITTELS EINES PLATINDRAHTES 
IN DER FLUSSIGKEIT. 


17. Wie Tabelle 8 zeigt, liess sich in di 


Vorgehen, eine Ueberhitzung nicht feststellen. 


esen Versuchen, nach LENHERS 


6), 
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TABELLE 8. 
a 


| Wasser | Benzol 


Versuchsnummer: | | 
Barom., in mm.: | 755 | 755 | Daag! 
Temp. der Fliissigkeit: 99° .8 | 99°.8 | AP os | 80°.0 
Temp. des Dampfes: Ee 99°.8 ae 99°.8 | 79°.8 | 80°.0 
Art der Blasenbildung UB | UB. 
in der Fliissigkeit: | 

ii f Sales f | b.F. 


18. Als Gesamtresultat ergibt sich somit, dass wahrend das Erhitzen 
in einem Fliissigkeitsbade unter allen Umstanden zu einer Ueberhitzung 
fiihrt, dieselbe nicht eintritt, wenn man sich eines elektrisch erhitzten 
Platindrahtes in der Fliissigkeit bedient. Erhitzen auf freier Flamme fiihrt 
sehr haufig zu einer Ueberhitzung, welche jedoch geringer ist als die, 
welche eintritt, falls man sich c.p. eines Bades bedient. 


ZUSAMMENFASSUNG. 


Die oben gegebenen Betrachtungen und Versuche ergeben in Ueberein- 
stimmung mit dem von LENHER Festgestellten, dass das von BAKER und 
auch von SMITS Mitgeteilte iiber die Eigenschaften intensiv getrockneter 
Fliissigkeiten, insofern es sich auf eine Erhéhung der ,,Siedetemperatur’’ 
derselben bezieht, nicht ohne Weiteres dem Trocknen zuzuschreiben ist. 

Die von diesen Autoren gegebene Erklarung bezw. Theorie kénnen 
wir somit auf sich beruhen lassen. 


Utrecht, November 1930. 


VAN 'T HoFF-Laboratorium. 


Astronomy. — Proper motions of some very faint stars. By A. VAN 
MAANEN. 


(Communicated at the meeting of November 29, 1930). 


During the earlier years of the activities with the 60-inch Mount 
Wilson reflector (1909—1912) Messrs FATH and BABCOCK made a series 
of photographs of KAPTEYN’s Selected Areas, Nos. 1—139, extending 
from the north pole down to 15° southern declination. The plates were 
taken at the Newtonian focus (f= 25 feet) on Lumiere 2 plates with 
exposures of one hour. 

At my request several of these regions have recently been re-photo- 
graphed by Messrs DUNCAN and HOGE, and especially by Mr. CHRISTIE. 
The new exposures of one hour were made on EASTMAN 40 plates, and, 
in general, show about as many stars as the older plates. On the average 
stars of the eighteenth to nineteenth magnitude can be seen, while oc- 
casionally still fainter objects are found. The 42 regions for which new 
plates are now available have been investigated with the blink-arrange- 
ment of the stereocomparator for the detection of stars showing con- 
siderable proper motion. The motions found range from «= 0".041 to 
0”.925 per year. 

Because it is more difficult to discover small displacements both for 
the brighter stars, which are badly over-exposed, and for stars more 
than 15’ from the center, which show considerable coma, it is probable 
that some stars with motions between 07.040 and 0”.100 have not been 
included; but I think that practically all stars having motions larger 
than 0”.100 were found. 

When a star showed a decided displacement the faint stars in the 
neighbourhood were superposed as accurately as possible and the dis- 
placements of the star in question were measured in both right ascension 
and declination. 

The magnitudes were kindly furnished by Miss JOYNER. 

Among the + 60,000 stars examined only 122 or 1 in 500 were found 
to have an appreciable proper motion. The percentage of proper motion 
stars, however, increases rapidly with increasing galactic latitude, as may 
be seen from Table I. 

As might be expected a priori. the brighter stars show in the mean 
a larger proper motion than the fainter stars. This is best seen from 
the summary given in Table II. For this and the following discussion, 
star N°. 24, a faint companion of N°. 25, has been omitted. 

Investigating the relation between size of proper motion and galactic 
latitude, we find a surprising lack of correlation. The results are given 
in Table III. The last two lines in the table are the results after omitting 
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TABLES | 
ET 
Number 
Galactic Latitude | Stars investigated | Number of 4 stars Per cent of fields 


ee Clee 


Ogee 42700 28 0.07 V7, 

20 —39° 11185 31 0.28 12 

== 402 6200 63 OZ 18 
TABLE II. 


Distribution of proper motion according to magnitude. 


Mag. n | in | Mag | n | " 

< 10.00 4 0.414 6—10 8 0.310 
10.00—10.99 4 0.206 
11,00—11.99 6 0.200 
12.00—12.99 9 0.158 11-13 24 0.170 
13.00—13.99 9 0.162 
14.00-14.99 6 0.199 
15.00—-15.99 19 0.131 1416 48 0.139 
16.00—16.99 23 0.130 
17.00—17.99 23 0.124 
18.00—18.99 14 0.129 17—20 4 0.122 

> 19.00 4 0.088 

TABLE IIl. 


Distribution of Proper Motion according to Galactic Latitude. 
———————— eee 


0°—9? | 10°—19° | 20°—29° | 30° 39° | 40°—49° | 50°__59° 


Se ee ee ee eee 


Latitude === (602 


ri 0.208 *|- 0.116" "0.193 IN0.154" |eoeoe Io 137) he peise 
7 17 10 14 17 27 20 iG 
7 0,164 10.4116 2} 0.1234 00,1450) OLloseele 0 199 alle oc ine 


n 16 10 14 16 IB 20 16 
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the four stars brighter than the tenth magnitude. The values are a little 
smoother, especially due to the omission of the very large motion of 
star N°. 25 (Mag. 6.68). The mean motion of the 121 stars is 0’.151; 
that of the 117 faint stars, 0’.142; the deviations of the figures from 
these means are quite small if we keep in mind the limited amount of 
material available. 

A result of considerable interest which may be derived from the 
present material is the position of the antapex of the motions of these 
faint stars. For this purpose the stars were divided into three groups, 
including magnitudes 11—13, 14—16, 17—20 and containing 24, 48 and 
41 stars, respectively. Three methods were used: 

a. HERSCHEL’s method: When plotted ona sphere, the proper motions, 
if produced along great circles, would all cross in the antapex, provided 
the motions were due only to parallactic motion and not to peculiar 
motions as well. Since peculiar motions are also present, it is evident, 
that the great circles will not cross in a point; but it is fairly easy to 
determine the point of preferential crossing. 

b. BESSEL’s method: For each star the pole of the proper motion is 
computed and plotted on a sphere; the great circle best fitting these 
poles has as its poles the apex and antapex of the proper motions; the 
apex and antapex may be distinguished by noting the direction of the 
motions. The deviations of the individual poles from five to eight trial 
positions of the antapex were found, and from the run of these devia- 
tions a fair estimate of the position of the antapex could be made. 

c. Alry’s method: Indicating the parallactic motion by p, the right- 
ascension and the declination of the antapex by A and D, and the 
components of the vector, directed towards the antapex by X, Y and 
Z, we have: na: 


pcos AcosD=X; psinAcosD=Y; psinD=Z. . (1) 
Further we have: ¥ 
= X sina-- Y cos a= pe ) eae (2) 
— X cos a sin 6 — Y sina sind + Zcosd=m,) 
Fach star furnishes a set of equations of the form (2). These may be 


solved for all the stars by least squares, and from the resulting values 


of X, Y and Z, A and D can then be derived by: 


tan A= td ys ae area | 


x 

In this method a star with a very large motion has an undue influence 
on the results. Stars for which the deviations found by substituting the 
quantities X, Y and Z in the equations (2) were larger than five times 
the probable error were accordingly omitted. Only in the case of the 
faintest stars were two exclusions necessary and a new solution made, 
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The results found by the three methods are collected in Table IV. 
These are very interesting because of indications in the past that the 


TABLE IV. 


Coordinates of the Antapex. 


Mag a | b | Cc | Mean 
ee ae ee ee ees Oe eee 
A=7h Om 6b20m 7h 4m 6h48m + I]m 
Pag D=—10° —24° or330 22° + 4°.4 
A=7h20m 6h] 3m 7h 4m 6b52m + 13m 
14—16 
Da 342 159 —39° —30m + 4°.1 
A= 6h Om 6h27m 7h Qm 6h29m + 12m 
2 ali 


| D=—30° — 18° —41° —30° + 4°.4 


declination of the antapex for the fainter stars is farther south than 
— 30°. Of course in this connection it should be kept in mind that we 
are here dealing with only the nearer of the faint stars; but it is also 
safe to say that we are concerned with the faster moving of these stars, 
and for the fast moving stars a lower declination of the antapex has 
been noticed before. 

We may also derive the mean parallaxes for the stars discussed above. 
The best results can be obtained from the t components, as it is easier 
to estimate the peculiar radial velocities of these stars than the amount 
of the solar motion. From a comparison with the peculiar radial velocity 
of brighter stars with large proper motion, we may accept 50 km/sec 
as a fair estimate for the mean peculiar radial velocity. From 2—= pole 
we get then 70.0948 t. The results are collected in Table V. 

The last three lines have little significance, as the number of stars 
involved is too small. From the stars with u<0’.300 it seems to follow 
that the mean parallaxes are more closely correlated with proper motion 
than with magnitude. This statement is corroborated if we treat the 
material analytically. Each of the nine groups furnishes an equation of 
condition of the form of KAPTEYN’s well-known equation: 


logt=atbmt+clgu 


where m is the mean magnitude, and uw the mean proper motion of the 
stars in the group. Using weights proportional with the number of stars 
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TABLE V. 


a 


Sere Sih PE SG 


os See Re we eae 


mean «& | mean 7 | m comp. | n 


EE el 


mag. mean mag. 
ee es Se 
(ies 13.19 0.070 0.0049 0.0045 6 
14—16 16.06 0.075 0.0045 0.0045 17 
17—20 17.86 0.073 0.0045 0.0041 20 
ee nes ee 
Stars with »=0.100 to 0.299. 
teats 12.20 0.162 0.0095 00095 14 
1416 15.76 0.163 0.0090 0.0087 29 
1720 : 18.04 0.137 0.0055 0.0071 19 
I ee Ee ee 
Stars with jv= 0.300 to 499. 
ee le ee 
di a“ | PA 
Whete 12.86 0.348 0.0201 00179 4 
1416 15.28 0.344 0.0178 0.0169 2 
17—20 17.34 0.466 0.0356 0.0208 2 


included, we derive by a least-squares solution: 


ae — 1.207, =5,0,133 
— 0.011 + 0.008 
+ 0862 + 0.080 


The factor b, correlating the mean parallax and the mean magnitude 
is very much smaller than in Kapteyn’s general formula; RUSSELL !) 
for instance, gives b = —0.0713. Substituting these constants into the 
equations of condition, we derive the values given in the fifth column 
of Table V. It therefore seems safe to combine the results for the eight 
stars having « > 07.300. We then have: 


y= 0.377, 1 = 0".247, « = 0°.0234 


corresponding to a value —3.2 for the difference between absolute and 
apparent magnitude. While of course nothing can be said of the indivi- 
dual parallaxes, the discovery in the present list of exceptionally faint 
stars, say of absolute magnitude +18 or + 20 does not look very 
promising. 

To check the above result for the position of the antapex of the 


| 


1) RUSSELL, DUGAN, STEWART, Astronomy, 667, 1926. 
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fainter stars of considerable proper motion, the proper motions of faint 
stars published by Ross!) and by WOLF 2) have also been utilized to 
determine the coordinates of the antapex. From Ross’ material we 
selected the stars of the fourteenth magnitude or fainter, 86 in number, 
of which two were omitted from the discussion as being companions 
of much brighter stars. The motions of these stars range from 0”.10 to 
3”.30. In using AIRY’s method it was necessary to omit one star for 
which the deviation surpassed five times the probable error of the 
solution. The results are given in Table VI. 
TABLE VI. 


Determination of the antapex of the fainter ROSS stars. 


Method a A=7h 10m /D) == — Se 
b i 4 — HY 
c 7% Sy =n Ih 
Mean A=7h 22m + 10m IDS =P sb Se, 


The same methods were also applied to the stars in WOLF’s catalogue 
of 1053 stars having large proper motion. As WOLF’s magnitudes 
are too bright, at least for the stars of magnitude 11 to 15, it was 
decided to use in this case stars for which WOLF’s magnitudes range 
from 13 to 16, in order to make the material comparable with that of 
Ross and with the middle group of magnitudes among the Mount 
Wilson-stars. This gives 203 stars, of which, however, five have been 
omitted as probable companions of much brighter stars. As there are 36 
stars whose motion is = 0"’.50 annually, the material was subdivided 
into two groups: 162 stars with u< 0’.50 and 36 with u=0".50, of 
which, however, two were excluded in using Airy’s method. The results 
from the three methods employed above for the determination of the 
antapex are collected in Table VII. 


TABLE VIL. 
Determination of the antapex of the fainter WOLE-stars. 


Stars with «< 0.50 


Method a A=6h 17m D=— 40° 
b 7 0 — 35° 
c 7 8 — 36° 

Mean | A= 6h 48m + 1m D=~— 37° + 1°.0 


') Astronomical Journal, 40, 38, 1930. 
2) Verdffentlichungen der Sternwarte zu Heidelberg, 7, 195, 1919. 
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TABLE VII (Continued) 


4“ 
Stars with « >0.50 


a a a se a 


Method a A= 6h 40m DS = I" 
b 5 = DS 
ic | G) She == 5 

Mean A= 6h 45m + 41m [DS = Par By 


For convenience the mean results from the three different groups of 


data are collected in Table VIII. 


TABLE VIII. 


Determination of the antapex; Summary. 


a 
Author | Mag. | A D | n 
VAN MAANEN DNS 6h 48m =P 24 
14—16 Gy by == SY 48 
< 17 6 29 —30 4] 
ne cr 
Ross | 145 | if 92 | —29 84 
a ee ee ee ae endl Bn 
Wor <.0.50 | 1416" 6 48 | 37, 162 
pw > 0.50 | 14— 16*) 6 45 | == ohs' 36 


*) These magnitudes are those given by WOLF corrected by + 1.00. 


Apparently there is no indication of a larger value for the declination 
of the antapex than — 30° or ES, 

Finally the mean parallaxes were derived from the t components of 
the proper motions for both Ross’s and WoOLr's stars. The results are 
collected in Table IX, and in combined form are given in Table X. 

The last column but one of Table X gives mean parallaxes computed 
‘with the constants derived on page 1019. The agreement with those 
derived from the « components is quite satisfactory. It should, however, 
be kept in mind that both sets of parallaxes are based on the value 


50 km/sec for V. If for any reason it becomes necessary to use a 
different value, the values for will change in the inverse proportion. 
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TABLE IX. 
Sak Aan! Ge ae BARI ey eee tiie a ee eee eee 
Limits of « mean mag. mean mu mean xz | n 
ip Bea eh ee | OS ee | ee 
Gs 10=2029 14.19 0.207 0.0075 27 
0.30 — 0.49 14.30 0.395 0.0246 30 
Ross 
0.50 — 0.99 14.44 0.667 0.0338 24 
> 100 14.33 1.910 0.1014 3 
ee ee ee 
< 0.10 14.29") 0.075 0.0036 13 
0.10 — 0.29 14.51") 0.195 0.0101 99 
WOLF 
0.30 — 0.49 14.60") 0.375 0.0164 50 
0.50 — 0.99 14.61" 0.661 0.0365 27 
> 1.00 14.33%) 1.951 0.0525 9 
*) These magnitudes are those given by WOLF corrected by + 1.00. 
TABLE X. 
Limits of « mean mag.| mean yj | mean wz x comp. | OT 
< 0.10 14.29 0.075 0.0036 0.0046 13 
0.10 — 0.29 14.44 0.198 0.0096 0.0107 126 
0.30 — 0.49 14.49 0.383 0.0195 0.0188 80 
0.50 — 0.90 14.53 0.664 0.0352 0.0302 51 
> 1,00 14.33 1.941 0.0647 0.0766 12 


Carnegie Institution of Washington. 
Mount Wilson Observatory. 


Pasadena, California, October 1930. 


Mathematics. — Sur la représentation conforme d'un demi-plan sur un 
domaine qui en fait partie. Par J. WOLFF. (Communicated by 
Prof. L. E. J. BROUWER). 


(Communicated at the meeting of November 29, 1930). 


Représentons le demi-plan D(x > 0) de la variable complexe 
z=x-+yi sur un domaine A situé a droite d'une courbe I dans D, 


s'étendant a l'infini dans les deux directions Barre et an 
Appelons A (a) l'image du domaine x >a et I(a) sa frontiére. 
On sait que, w(z)—u-+vi étant la fonction représentatrice, pour z 
infini: 
w (2) 


eet a Ae, 
Zz 


dans tout angle ie | <M<o. 


Soit I’ telle que 4>0. Sans nuire a la généralité nous supposerons 
Pema le 

Nous allons démontrer. 

A. Si un systéme de droites paralléles a la propriété que chacune 
d'elles coupe I’ en un seul point au plus, ce systéme a la méme propriete 
par rapport aux images I'(a) des droites x =a >0 dans aS 

B. Si un faisceau de droites de centre Oy a la propriété que chacune 
d'elles coupe I’ en un seul point au plus, ce systéme a la méme propriété 
par rapport aux images I'(a) des droites x =a >0 dans aS 

Pour les démonstrations nous ferons précéder un lemme. 

St w(z) est une fonction holomorphe dans D, telle que wy (z) est 
toujours dans A et que lim "Oh, alors pour chaque nombre positif 
a le lieu des points w(at+ yi) est intérieur /\ (ka) ou coincide avec I'(k a). 

En effet: z(w), fonction inverse de w (z), est holomorphe dans A et 
sa partie réelle est positive. Donc z{y(z)} est holomorphe dans D et 
sa partie réelle est partout positive. 

Par conséquent 


AAC ziw(z)} v()__, 
z— po Zz z—>o p (z) z 


pour Y borné, et la partie réelle de zy (z) surpasse k x pour chaque z 
x 


de D, ou bien y est égale. Le dernier cas ne se présente que siz} (z)} 
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est de la forme kz-+qi. Nous pouvons pour cela exclure ces fonctions 
linéaires. 

Pour démontrer A admettons pour un instant qu'une des droites coupe 
I'(a) en deux a et f£. Supposons que la partie réelle de a ne surpasse 
pas celle de 8. En remplagant en cas d’égalité de ces parties réelles 
B par a et a par f, s'il est nécessaire, nous pouvons obtenir que 
w(z)-+6—a soit dans A pour chaque z de D. Cela posé, appliquons 
le lemme pour yp (z)=w(z)+f—a. On a k=1 et quand w parcourt 
T'(a), w+ £—a parcourt une courbe qui ne coupe pas I'(a), ce qui 
donne contradiction. 

Pour démontrer B admettons qu'une des. droites du faisceau coupe 
I'(a) en deux points a et £. Sans perte de généralité nous supposons le 
p 


w (z), alors yw (z) 


centre du faisceau en O. Soit |B| > |a] et w(z)= 


est dans /\ pour chaque z de D. Le lemme exige que, w parcourant 


| a a), car 


5 > 1. Cette courbe 


I'(a), le point ac parcourt une courbe intérieure a A( 


= 


B 
a donc 4a fortiori intérieure a A (a), puisque 


ne coupe donc pas J"(a), ce qui donne contradiction. 

Remarque 1. Le lemme généralise un peu un résultat de M. G. VALIRON 
(Sur un théoréme de M. JuLIA étendant le lemme de SCHWARZ. Bull. 
des Sciences Math. 2me. série 53, 1929, théoréme II). 

Remarque 2. Dans le cas de l'énoncé B on peut immédiatement 


dw : ; aa 
conclure que arg a est borné dans D, ce qui est appliqué dans une note 


récente des Comptes Rendus sans démonstration. (C.R. 17 Nov. 1930). 


Physics. — Intensitétsanomalien in Multipletts von Silber und Gold. Von 
S. SAMBURSKY. (Mitteilung aus dem Physikalischen Institut der 
Universitat, Utrecht). (Communicated by Prof. L. S. ORNSTEIN). 


(Communicated at the meeting of November 29, 1930). 


Unsere Kenntnisse systematischer Abweichungen von den Summen- 
regeln erstreckten sich bisher im wesentlichen auf die Hauptserien der 
Alkalien. In einer friither erschienenen Arbeit ') fand der Verfasser bei 
~Messungen in Emission, dass bei diesen Elementen die experimentellen 
Werte der Intensitdtsverhdltnisse 17S—n?Py,:17S—n? Py, sich mit 
wachsendem n im allgemeinen immer mehr von theoretischen Wert 2: 1 
nach oben hin entfernten2), und zwar nahm der Anstieg der Intensitats- 
verhaltnisse mit wachsender Atomnummer zu. Vor einiger Zeit gab 
FERMI eine theoretische Deutung dieser Abweichungen *), indem er zeigte, 
dass sie als Folge einer Stérung der Eigenfunktionen der P-Terme 
aufgefasst werden kénnen. Die Storungsenergie ist hier der Elektronenspin 
im zentralsymmetrischen Felde des Atoms. Aus der Rechnung ergab 
sich, dass die Grésse der Abweichungen bestimmt ist durch die Dublett- 
aufspaltung der P-Terme (d.h. also durch die Atomnummer) und durch 
den Intensitatsabfall innerhalb der Serie. 

In der vorliegenden, noch nicht abgeschlossenen Arbeit soll versucht 
werden, weiteres experimentelles Material tiber Intensitatsanomalien von 
Multipletts zu gewinnen und es, wenn mdglich, in gesetzmassige Beziehung 
zu bekannten Atomdaten zu bringen. Als einfachste Spektren bieten sich 
nichst denen der Alkalien die von Cu, Ag, und Au, deren Struktur 
zu einem Teil eine alkaliahnliche ist. Von den Hauptserien dieser Elemente 
ist allerdings ausser den Resonanzdubletts nur noch der nachst hohere 
Uebergang 12S—3?P bei Cu und Ag mit einem Spektrographen in 
Luft photographierbar. Fiir den vorliegenden Zweck fallt hiervon wiederum 
das zweite Cu-Dublett fort, da infolge der anomalen Termordnung der 
2P-Terme des Cu die beiden Komponenten zusammenfallen ; (die Niveaus 
3 Py, und 3 Ps, sind wahrscheinlich nur mit hochdispersen Hilfsmitteln 
zu trennen). 

Fiir das Resonanzdublett von Cu ist bereits im hiesigen Institut das 
normale Intensitatsverhaltnis 2: 1 bestimmt worden 4), Das gleiche Resultat 


1) Zs. f. Phys. 49, 731, 1928. 

2) Ueber die Ausnahmen bei héheren Seriengliedern von Cs siehe |. c. sowie Zs. f. Phys. 
61, 650; 1930. 

3) Zs. f. Phys. 59, 680; 1930. 

4) L. S. ORNSTEIN und D. VERMEULEN, Zs. f. Phys., im Erscheinen. 
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fand der Verfasser fiir die Ag-Resonanzlinien (1 = 3382.8 und 3280.6 A), 
die im Bogen zwischen Kohlestaben mit AgCl erst bei einer Konzentration 
des Salzes von 10-®°/) ohne Selbstabsorption erhalten werden konnten. 
Das zweite Dublett der Hauptserie von Ag (4 = 2069.8 und 2061.2 A) 
wurde ebenfalls im Bogen zwischen Metallelektroden gemessen. Hier 
ergab sich fiir das Intensitatsverhdltnis der Komponenten bei kleinen 
Ag-Konzentrationen—es wurden Cu-Ag-Legierungen mit 5 °/, und 2°/) Ag 
verwendet — der Wert 2.4:1. Fir die Aufnahmen wurden mit Oel 
sensibilisierte Platten benutzt, fiir das Anbringen der Schwarzungsmarken 
erwies sich das kontinuierliche Spektrum des Hg zwischen 2300 und 1900’), 
das mit einer auf konstanter Spannung brennenden Heraeuslampe erhalten 
wurde, als sehr geeignet. Der Wert 2.4 liegt wahrscheinlich schon dicht 
unterhalb des wahren Intensitatsverhaltnisses, da die Gefahr der Selbst- 
absorption wegen der geringen Konzentration des Ag in hohem Masse 
beseitigt war. 

Das erhaltene Resultat liesse sich zur Priifung der FERMIschen Theorie 
verwenden, wenn die Uebergangswahrscheinlichkeiten J, und J, des 
2P- und 3P-Niveaus von Ag nach dem Grundzustand bekannt waren. 
Benutzt man den Wert 2.4 und die bekannten Dublettaufspaltungen 
der beiden P-Niveaus, so erhalt man unter Zugrundelegung der FERMI- 


schen Ableitungen fiir das Verhdltnis 2 die allem Anschein nach zu kleine 
3 


Zahl 20. Bei den Alkalien liegen die entsprechenden Gréssen zwischen 
100 und 200. Es ist médglich, dass die Schematisierung des Verlaufs der 
radialen Eigenfunktionen der P-Zustande, mit deren Hilfe FERMI seine 
Rechnungen fiir die Alkalien durchfiihren konnte, die Anwendung seiner 
Theorie auf Ag nicht ohne weiteres zuldsst. Weitere Schliisse in dieser 


: I 
Richtung werden sich ziehen lassen, wenn ~ bekannt ist und — was im 


I. 
weiteren Verlauf der Arbeit geschehen all — das Intensitétsverhdltnis 
des analogen Au-Dubletts gemessen worden ist. 

Die Stérungsfreiheit des tiefsten P-Terms von Gold wurde nicht, wie 
bei Ag, durch Intensitatsmessung an den stark zur Selbstumkehr neigenden 
(und hier auch ungiinstig liegenden) Resonanzlinien festgestellt, sondern 
durch Messung in der scharfen Nebenserie. Das Intensitatsverhaltnis der 
Linien 32S — 2?Py, und 32S —2?Py), (A= 4241.8 und 3650.7 A) ergab 
sich in Bogen zwischen Metallelektroden zu 2:1. Das normale Ver- 
halten des 2P-Niveaus bei Au fiigt sich gut in das umfangreiche Beob- 
achtungsmaterial iiber die Stérungsfreiheit der entsprechenden Niveaus 
bei allen Alkalien, BalI, sowie Cu und Ag. 

Messungen an den Linien 2 7P — 3 2D (erstes Glied der diffusen Neben- 
serie) ergaben dagegen starke Abweichungen von dem zu erwartenden 
Intensitatsverhdltnis 1:9:5. Fiir das Verhdltnis der am besten gemessenen 


Komponenten 2 ?P:), — 3?Dy, (4=4792.6 A) und 2 2Py,—3?Ds, (A=4811.6 A) 


1) Siehe z. B. den Bericht von FINKELNBURG, Phys. Zs. 31, 1; 1930. 
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erhielt der Verfasser bei der noch ziemlich hohen Stromstérke von 2.5 
Amp. statt des Wertes 9 im Mittel 13.5: 1. Bei niederen Stromstarken 
verschwand die schwache Komponente im kontinuierlichen Grund, der 
bei den dann notwendig werdenden langen Belichtungszeiten auftrat. 
Die Messungen werden dann unsicher, lassen aber ein weiteres Wachsen 
des Verhaltnisses vermuten. 

Die starke Anomalie dieses Intensitatsverhaltnisses muss auf eine 
Stérung des 3*D-Terms von Au zuriickgefiihrt werden, da es sich um 
Uebergiinge von den beiden Niveaus *D», und 2D: zu dem gleichen 
Niveau ?Py, handelt. Es liegt nun nahe, die Ursache fiir die Stérung 
des 32D-Terms in der Existenz des tiefen, metastabilen *D-Terms bei 
Au zu sehen, in dessen ausserordentlich grosser Aufspaltung (Av = 12274.0) 
man ,in loser Anlehnung an FERMI's Theorie einen sichtbaren Ausdruck 
fir die Grésse der wirksamen Stérungsenergie erblicken kann. Die 
Messung des nachst héheren Ueberganges 2?7P — 42D war bisher wegen 
storender Bandenlinien nicht méglich. ; 

Dagegen wurden die gut zu messenden analogen Dublette des Ag bei 
kleiner Stromstarke (0.6 Amp.) gleichzeitig aufgenommen. Es sind dies 
die Linien 22P—32D (2 = 5471.5, 5465.4 und 5209.1 A) und 2?P—4*D 
(A= 4212.6, 4210.7 und 4055.3 A). Hier zeigte sich iiberraschenderweise, 
dass, wahrend das Intensitatsverhaltnis des letzteren Dubletts innerhalb der 
Fehlergrenzen den Summenregeln gehorcht, die Uebergange 27Ps),—3 2D5, 
und 2?Ps,—3?Ds, wiederum ein anomales Verhdltnis von 12:1 auf- 
weisen. Damit ist eine Stérung des 3*D-Terms auch bei Ag nachgewiesen, 
von der man in Analogie mit den Verhaltnissen bei Au auf die Existenz 
eines tiefen 2D-Terms schliessen muss, der freilich bisher noch nicht 
bekannt ist. Es ist dann auch zu erwarten, dass bei Ag, wie bei Cu und 
Au und den entsprechenden Funkenspektren, ein mit diesem 7D-Term 
kombinierendes Dublett-Quartettsystem aufgefunden wird. Die Stérungs- 
wirkung des tiefen 7D-Terms auf die (alkaliahnlichen) héheren 2—D-Terme 
ist wohl im Prinzip dieselbe, wie die Stérung der 7P-Terme bei den 
Alkalien. Rechnungsmassig sind aber die Verhialtnisse z. B. bei Au viel 
verwickelter als bei Cs. Hier wirkt bei abgeschlossener Achterschale 
das Elektron in der 6,;-Bahn storend auf die durch 7;, 81, 9), U.S. Ww. 
gekennzeichneten Zustinde. Bei Au dagegen ist es der durch das Fehlen 
eines Elektrons in der 5,-Bahn und das Auftreten zweier Elektronen in 
der 6)-Bahn charakterisierte Zustand (eben jener tiefe 22)-Term), der 
auf die Zustinde wirkt, bei denen jeweils ein Elektron sich in der 63, 72, 
8,, u.s.w. Bahn bewegt. Diese anders gearteten Umstande konnten auch 
vielleicht die Ursache dafiir sein, dass der zweite PD-Uebergang ein 
normaler ist, wahrend der erste stark gestort wird, die Anomalien also 
nicht mit der Laufzahl zunehmen. 

Der Verfasser méchte auch an dieser Stelle Herrn Prof. ORNSTEIN 
herzlich fiir die Férderung danken, die er seiner Arbeit angedeihen lasst. 
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Astronomy. — On the relation between the diameter of a star and its 
period of axial rotation. By E. A. KREIKEN. (Communicated by 


Prof. A. PANNEKOEK). 


(Communicated at the meeting of November 29, 1930). 


The present paper gives a survey of the results obtained on the relation 
between the periods of axial rotation of the stars and their diameters. 
They will be published in extenso in the Monthly Notices of the Royal 
Astronomical Society, which contains all the calculations and tables 
necessary. There, all calculations, which are necessary for determining 
this relation are given in extenso. In the present paper I have limited 
myself to giving a general outline of the method and the chief results. 

The period of the axial rotation of a star may be calculated if the 
following two quantities are known; a. its(semi)diameter 6. the rotational 
velocity of its outer layers. 

The hypothetical angular semidiameter of a star may be computed 
from the formula (1) which was first given by HERTZSPRUNG') 


je 


where 0 is the hypothetical angular semidiameter. HERTZSPRUNG has 
applied his formula to 734 stars brighter than the fifth magnitude and 
within 95° of the North pole for which reliable colour indices were 
available”). 

For a number of 59 stars C. T. ELvey?) has determined the velocity 
of rotation, or rather its component in the line of sight, by means of 
the width of their spectral lines. With a few exceptions all his stars are 
contained in HERTZSPRUNG’s catalogue. I therefore decided to use in 
this first solution for the relation between the semidiameter and the 
rotation period only the diameters given by HERTZSPRUNG. With the 
aid of spectroscopic parallaxes HERTZSPRUNG’s hypothetical semidiameters 
were reduced to a distance 7=0".100. If no spectroscopic parallaxes 
were available trigonometric (2 stars), proper motion (1 star) or parallaxes 
based on the absolute magnitudes were used (one O9 and one B3 star). 
In this way complete data are available for 48 stars. With the help of 
these reduced semidiameters D, we obtain from the velocities observed 
by Etvey the values these velocities would have for each individual 
star if its reduced diameter were equal to 10, Denoting this quantity 


2\ 93 
5 log sin oe = — 43, 44+2.3( Se) ms nS opt een Es 


') Zeitschrift fiir Wissensch. Photogr. 4, 43, 1906. 
2) Annalen Sterrewacht Leiden Deel XIV, eerste stuk. 
3) Astroph. Journ. LXXI, 4, 1930. 
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by V it is evident, that but for a constant V indicates the angular velocity 
of rotation. All details concerning these reductions are given in my paper 
“Note on the rotation of the stars’ M.N.R.A.S. Nov. 1930. Next the 
stars were grouped into diflerent sets according to the amount of their 
reduced semidiameters and within each group the mean values V and D 
were computed. The results appear in the table I together with the 


TABLE I. Comparison of the observed values Vo and the computed ones. 


Hees anit .0001”| m/e | * | 19D] fog Vo | tog Ve |O—-C (log Pho} (log Phe 
Soy || ae 2.5 | 2] 2.061| 0.398 | 0.29 |+.11] 1.69] 1.80 
40-80 | 56 6.1 | 9| 1.748) 0.785 | 0.75 |+.03| 1.30] 1.34 
40239 ef = 33 11.5 | 6| 1.519] 1.061 | 1.09 |—.03] 1.04] 1.00 
mom 24) 12.0" 8° 1380) 1.079 | 1.30. |—.22] 1.00} 0,79 
1519 (50 26.001 7411.1761.415 | 1,59 |= 17| 0.67 0:50 
Meee ise hao 1 i | 1414] 1.903 |} 1:70 |4-.20| 0.18 |) 0.39 
<10 9 | 86 | 5] 0,954} 1.935 | 1.93 | .00) 0.15] 0.16 


numbers of stars on which they are based. In figure I the logarithms 


of the values V are plotted against log D. Apparently the relation 


20 


00, 


ay X) 20 15 10 0.5 


Fig. I. The relation between log Vo and log D. Dots represent the observed 
points. The curve indicates the relation (2). 
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between log V and log D is almost a linear one and so for the present 
we may put 


log V=a-+t blog D. 


The values a and b are obtained from a least squares solution and 
so we have 


log Vi= 3, 34-4). 49 log De) 


The values log V as derived from the formula (2) also appear in the 
table I together with the differences O—C. With a view to the scanty 
material the agreement between the observed and computed values may 
be considered as very satisfactory. For the equation (2) a more convenient 
form can be derived. For a few stars of HERTZSPRUNG’s list the actual 
angular diameters, and so by their parallaxes their linear diameters are 
known from interferometer measures by ANDERSON and PEASE. These 
stars have been enumerated in table II. Adopting for the distance 


TABLE II. Stars with known Diameter contained in HERTZSPRUNG’s Catalogue. 


: Diameter Semidiameter 
Design. | unit 15°107 km unit .0001”” Rerallas 2) 
« Orionis DOr PAI ® Oil 1024 
« Tauri 0.37 176 057 309 
« Bootis 0.30 123 "080 154 
zy 3.34 1487 


earth-sun the value 15> 10’ km and comparing the actual diameters 
with the reduced hypothetical semidiameters we have 


148 7eeD = 50 alk 


Consequently the actual diameter of stars with reduced semidiameter 10 
will be 33.6 < 10° km and its circumference will be a X 33.6 * 10°km = 
105.5 & 10° km. 

So for a reduced velocity V1 km/sec. the period of axial rotation 


will be 


k= 105.5. 10°/80400 == 1227 days eae ener) 
We put log V=logk/P, then from (2) and (3) we have 
log P= 1.49 log I) 7125 tan ae ty 


To the constant term of the formulae (2) and (4) there must still be 
applied a constant correction. This is due to the fact that for each star 
only a part of the rotational velocity is observed i.e. its component in 
the line of sight. So the observed velocity is equal to V) = Vsiné 
where 6 is the angle between the line of sight and the axis of 
rotation. There is no objection against assuming that the distribution of 
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the poles of the rotation is an haphazard one. Then it is evident that 
the frequency of the different values 6 will be proportional to sin 6. 
We now consider a group of stars for all of which the velocity of the 
rotation of the outer layers is equal to V. For this group the mean 
observed velocity V will be equal to: 


7/2 2/2 
Vo= V sin? 8d} {sin .dd=V. EE Ege (5) 
0 


a 


Therefore the numerical values of the corrections to be applied to 
(2) and (4) are + 0.11 and —0.11 resp. In reality I applied a slightly 
larger correction viz. 0.20. The reason is that for very small values of 
the velocity of axial rotation it may alltogether escape observation. So 
instead Of (4) we write 


ney Daa We ier DEAS ED a ee ex (6) 


We remark that there is a remaining uncertainty in the determination of 
the numerical value of the constant. 

In evaluating the intrinsic value of any equation relating two physical 
quantities the knowledge of the probable error is of utmost importance. 
It therefore is a disadvantage, that in the present case this probable 
error can not be determined as yet. As previously remarked the observed 
velocities are equal to V)= V sind, the frequencies of the values 6 being 
proportional to sind. So the spread of the angles 6 involves a large 
spread of the observed quantities round the curve (2). An additional 
spread will be caused by the probable error in the determination of the 
hypothetical semidiameters, the probable error in the determination of 
the observed velocities and the actual spread of the velocities of the 
stars with one and the same diameter round their mean value. Owing 
to the amount of the spread caused by the distribution of the angles 6 
and to the small numbers of the observed stars we are not yet able to 
separate the two effects. In table III the observed distribution of the 


TABLE III. The observed distribution of the values O—C compared with the distribution 
computed from the spread of 3 only (n = 48). 


O—C 0.0 0.2 0.4 ) Open O nO 
ee  ————— —— 
Theory | 56 | 17 | 10 | 17 
i ie - 
Observed | 39.6 18.7 fae If ol 


values O—C is compared with the one computed from the spread of 
the angles 6 only (negative differences having been included in the interval 
0.0—0.2). From the table it appears that the influence of probable error 
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is by no means negligible. It therefore is desirable to control our results 
by means of other observational data. 


The spectroscopic binaries. For this we consider first the spectroscopic 
binaries. According to JEANS spectroscopic double stars may originate 
by fission, and so immediately after fission the periods of axial rotation 
‘and of orbital revolution will be identical. Consequently the period of 
revolution must be equal to the value P as derived from (6). Further 
JEANS suggests’) that the spectroscopic binaries as a class started with 
low values of the eccentricities e, which will be raised by interaction 
with other stars. Considering the effect?) of a secular decrease of mass 
JEANS concludes that as a binary system dissolves in radiation the linear 
dimensions of the orbit increase and so does the period. So from JEANS’ 
theory the following should be expected: with the younger spectroscopic 
binaries of small eccentricity the period of orbital revolution corresponds 
to the value derived from the equation (6). With the older systems i.e. 
those with increasing values of the eccentricities the period of orbital 
revolution increasingly deviates from the value computed by (6). We 
now consider the observational data. The most complete list of spec- 
troscopic binaries is the one given by A. BEER. ’) 

For our present purpose we only use the stars for which BEER gives 
the absolute magnitudes. Then there remain 210 systems which are 
available for discussion. In a recent paper*) I have determined the 
relation between colour and spectral type for the different absolute 
magnitudes separately. So from the figure II in that paper we obtain 
the colours corresponding to the different systems. As in the paper just 
mentioned, OpikK’s colour scale>) was used throughout these values of 
the C. I, may be converted in the values “/r if the relation between 
Opik’s scale and the one used by HERTZSPRUNG is known. From the 
stars common to both catalogues the relation reproduced in the table IV 
is obtained. The values “/r in this table were plotted against the cor- 
responding values of C. I. and through the points obtained in this way 
a smooth curve was drawn. From this curve we read the values cel 
which we want for applying (1). If in this formula we read M,,, instead - 
of m.is; the diameter of the star is readily obtained, while the period of 
axial rotation is derived from (6). 

The available systems were first grouped according to the amount of 
their eccentricities e. The limiting values of e appear in Table V. 
Within each group the binaries were combined into different sets ac- 
cording to the value of their (computed) reduced diameter D. Within 


') Astronomy and Cosmogony, p. 298. 
A) Keen PSE) 

3) Publ. Berlin Babelsberg V. 

4) M.N.R.A.S. Nov. 1930. 

5) Publ. Tartu XXVII, N°, 1, 


1033 


each set the mean value log P was derived, P denoting the period of 
orbital revolution and these values were compared with those computed 


TABLE IV. Relation between OPIK’s colour system and HERTZSPRUNG's (WILSING's) 


values c2/ Tis 


a 


Mean C.J. | Mean co/T | MeanC. J. Mean c2/T Mean C. I. Mean c2/T 

— .36 1.20 + .52 ph A) +1.44 6 (oe) 
= .26 1.40 + .65 phy iop) 1.54 4.19 
10 feat Se of) 3,01 +1.65 4054 
= 20S eye + .86 eh pee! +1.73 a45 
+.04 1.82 ++ .94 hela +1.83 An 0 
Sealey 2,04 +1.04 3.40 +1.94: 4933 
--+.25 Zage st ietSe 3.54 +-2.24; 5.06% 
-+.34 phe ts +1.25 3.68 

45 2.62 +1.33 3.93 


from the equation (6). Details appear in table V. The principal results 
of this table are graphically represented in figure II. From the table and 
from the figure the following may be concluded: With the binary 
systems of low eccentricity the correlation between the period of revol- 
ution and the period of axial rotation is very marked. Both sets of 
values are almost equal. With the very small diameters however the 
observed periods are larger than the computed ones. With the systems 
for which e<.0,15 this deviation sets in at about log D=1,2. With 
Pieecceatricities 015 =. =. 0.50 the period of revolution is equal to 
that of the axial rotation for the very large diameters only. With the 
smaller diameters the relation is less definite here. Finally the correlation 
between the two periods completely disappears with the very large 
eccentricities. Here the deviations log Pops. — log Pcomp. are always positive. 
This is only another way of stating the well known fact that the 
observed periods of orbital revolution of the spectroscopic binaries are 
largest with the systems of large eccentricities. We conclude that the 
distribution of the values in table V resp. fig. Ul is such as was expected 
from theory. 

The distribution of the individual values appear from the different 
diagrams in figure III. In this figure the logarithms of the observed 
periods were plotted against the diameters. 

On the whole the results to be derived from this latter figure are 
identical with the previous ones. It should be remarked that here also 
a large number of negative values O—C do occur. The majority of 
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TABLE V. The Relation between the period of orbital revolution and axial rotation (6) for spectroscopic binaries 
with different values of the eccentricity e. 


e<0.05 0.05<e<0.15 0.15<e<0.30 0.30 <e< 0.60 e> 0.60 
D = 
Sica | 60 alee see ene (ee Res. 0 Sans, gras rena 
Pee (oom) SSS oueimenee es] o 1 | Si ele] 6 "| 2 el etd 
CO 
| 
> 1000 | 3.31|3.34/3.48)/—.14 | 2 \ 
2554125212 -73|— 2133 / | / 
200-1000 | 2-24/).86]1.88—.02 | 4 |) 2.39/2.61|2.10|-+.51 | 6 | > 2.09/2.04/1.65/+.39 
\ ; 2.51/2.04|2.29|—.25 | 3 \ 
100-200 | 2.15|1.63/1.74/—.11 | 5 5 


50-100 | 1.84/1.39}1.28/+-.11 | 8 1.81/1.20)1.25)—.05 | 6 | 1.81/1.67/1.24/+-.43 | 5 1.82/2.62/1.25|4-1 .37 1.81/3.34/1.24/+2.10 


6 
sOs8 1.58)0.83/0.89;—.06 10 | 1.59|1.09'0.90|4 .19 | 1 1.54/1.50/0.84|+-.66 | 4 1.62/1.31]0.95|4-.36 | 4 
8 3 


20-29 1.39/0.58)0.61!— .03 |11 1.41/0.58)0.65|—.07 | 7] 1.41/1.61/0.65|+-. 96 1 .38|1.59/0.60/+-.99 1.34|1.42/0.54/+-. 88 


15-19 | 1.21]0.38/0.35|4.03 |10 | 1.23/0.37/0.38|—.01 | 5} 1.20/0.97/0.33|-+.64 | 3] 1.232. 25/0.38)-+1.87] 3 
12-14 | 1.1210.55/0.21/4+.34 |14 ) ) ) 

1.04]1.16/0.09]4-1.25] 7 | ¢ 1.08/1.70/0.15)+1.55] 7} 1.10/2.2410.18/+-2.06|11 | § 1.04/2.09,0.09|-4+-2.00 
10-11 | 1.03/0.48/0.08|4+-.40 | 8 ) j 


< 10 0.83/0.42/-.18/+-.60 13 | 0.85/0.82|-.15|+1.07/11 | 0.95/0.86\-.01/-+.87 | 2] 0.85/2.12 


| 


-15/-+-2.27| 7 | 0.90/3.04/-.08]-++3.12 
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these negative deviations are small, but there also occur some very 
large excesses. These correspond to spectroscopic binaries of very early 
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and the log. of diameta 
vident from the numbers in table VI where the 


type. This is very ¢ 
distribution by spectral type is given. The following explanations may 
be forwarded as to the occurrence of these differences. 

a. They are due to the uncertainties in the determination of the 


colours of the very early spectral types. 
solute magnitudes. 
stars with one and the same 


b. They are due to an error in the ab 
c, The period of axial rotation of the 
diameter systematically depends on spectral type, this period being shortest 
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with the early types. Owing to the scantiness of the observational data 
we are not able to investigate this point. 


BS 


\ ) 
\ cupsury vawables 
X 


\ 


\ 


\ 


“O45 


=f. i 4 
Slay plsy 7 20) 15 10 


05. 3025 


a 
20 


L 
I5 


4 
ie) 


| 
05 


——|___—__|_____}_ ©} 
£0) Ho) IS 


e pce 
ee ® id 


evr 


00 Segoe 


ne 


Fig. III. Individual values of log Py plotted against log D for spectroscopic binaries 
and for eclipsing variables. The full drawn lines indicate the equation (6). 


d. The relation between log P and log D slightly deviates from a 


linear one. 


e. The stars with the very large negative excesses ought to be classi- 
fied as f-Canis-Majoris stars. (see later on). 

According to my opinion small negative excesses are sufficiently ac- 
counted for by the points mentioned: sub a, b, c or d. For the large 


negative deviations the explanation mentioned sub e may be valid. 


In a later section a sub group of the spectroscopic binaries viz. the 
eclipsing variables will be considered separately. 


The Cepheid variables. It is of some interest to compare the periods 
of lightvariation of the variables, which according to theory may be 


fo) 
OV 
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TABLE VI. Distribution of the individual differences by spectral type. 


a = == 1,00 e==50,  —;25 00 +.25 +.50 +1.00 >+1'00 
0 4 0 3 1 1 0 0 0 
By—Bg 1 3 9 8 6 2 4 5 
Bs—Bg 0 2 1 4 3 0 5 4 
Ao—Fo 0 0 3 3 7 10 11 12 
Fo—Gy 0 0 0 6 5 6 19 24 
Gyo—Ko 0 0 1 0 4 2 7 14 
Ky—Kg 0 0 0 1 3 2 7 5 
M 0 0 0 1 1 2 0 0 


connected with the binary systems, with the periods of axial revolution 
as derived from the equation (6). We consider in the first place the 
Cepheid variables. 

Their absolute magnitudes are easily found from the period-luminosity 
curve derived by SHAPLEY. Then the colours and the values “/7 are 
obtained in the same way as before. So the diameters resp. the periods 
of axial rotation are obtained from the equations (1) and (6). The results 
are graphically represented in figure V. It appears that the period of 
lightvariation of the Cepheid variables is considerably shorter than the 
periods derived from the equation (6). This either means that the period 
of pulsation (oscillation) deviates from the period of axial rotation or 
that the rotational velocity of the Cepheids is very large as compared 
with the stars of the same diameter. Owing to the lack of observational 
data we are not able to discriminate between the two points. Personally 
however I am inclined to accept the first explanation. This opinion, 
however, is only based on the fact that then the agreement with the 
theory developed by JEANS is better. 


The long period variables. With the longperiodic variables our data 
as to the colours and absolute magnitudes of the individual stars are 
very unreliable. Our results concerning these stars therefore are preli- 
minary ones only. We have considered the following two. groups; 
a. the longperiodic M-type variables (Mira and u-Cephei) which occur in 
HERTZSPRUNG’s catalogue; b. the Mira stars for which S. B. NICHOLSON 
and E. Pettit!) have determined the temperatures. For the first group 
the reduced diameters were derived from the hypothetical diameters given 
by HERTZSPRUNG, with the second the temperatures given by NICHOLSON 


1) Pop. Astr. 31, 18, (1923). 
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and PETTIT were used in the formula (1) while the absolute magnitudes 
were taken from the work of STROMBERG and MERRIL'). (c,—= 14600), 
With both groups of stars the observed periods of lightvariation are 
considerably smaller than the period of axial rotation as computed 
from (6). 

The numerical amount of the difference as derived from the two 
groups are widely deviating. The difference in the computed value of 
log D is chiefly due to the difference in the values “/7 as given by 
HERTZSPRUNG and as derived from the measures by NICHOLSON and 
Pettit. HERTZSPRUNG’s values are chiefly based on colour indices while 
the latter authors derived their values from measures with a vacuum 
thermocouple. It should be remarked, that owing to the occurrence of 
strong absorption bands in the red with the later spectral types, the 
colour index is no longer a reliable measure of the colour of these stars. 
Evidently the colour index will turn out too small. 

We conclude that with the longperiodic variables the period of light- 
variation is either smaller than the period of axial rotation or that the 
period of axial rotation is smaller than the one obtained from the 
equation (6). With these stars the curve (6) is rather extrapolated and 
therefore these results are preliminary only. 


The B-Canis-Majoris stars. From various observational data different 
authors’) have concluded that as a group, the f-Canis-Majoris stars are 
closely correlated with the short period Cepheids. For these stars the 
period of lightvariation, if observed, corresponds to the spectroscopic 
period. From figure V it appears that the distribution of the points in 
the PD diagram representing these stars is closely similar to the distri- ° 
bution obtained for the 6-Cephei stars. Here also the differences O—C 
are all negative. Concluding we have that for these stars also the period 
of lightvariation is either smaller than the period of axial rotation or 


that the period of axial rotation is shorter than with the other stars of 
the same diameter. 


The Pseudo Cepheids. The Cepheids are generally c stars with sharp 
narrow lines. There occurs an additional group of spectroscopic binaries 
the spectra of which also have the c characteristics, but for which no 
lightvariation has been observed until now. As their galactic concentration 
and their absolute magnitudes closely resemble those of the true Cepheids, 
they are often denoted as Pseudo-Cepheids. Some of these Pseudo- 
Cepheids for which the values log P and log D were obtained in the usual 
way, are graphically represented in Figure IV. The distribution of the 
dots indicating the Pseudo-Cepheids is quite different from the distribu- 
tion obtained with the Cepheid variables. It closely corresponds, however 


') Astroph. Journ. 59, 97, (1927). 
2) See for instance HENROTEAU, Publ. Dom. Obs. 9, 22, 1924. 
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to the distribution obtained for the ordinary spectroscopic doubles. We 
conclude that the Pseudo-Cepheids as a class are not very distinct. The 
stars ought to be considered as usual spectroscopic doubles. 


49 


00,"6 30 20 76 


Fig. IV. The logarithm of the period plotted against log D for the Pseudo-Cepheids. 


The eclipsing variables. According to a remark by G. SHAJN and O. 
STRUVE') the period of axial rotation and of orbital revolution are 
probably equal for the # Lyrae stars. The lightvariation in the 6 Lyrae 
stars is a continuous one indicating that the components are very nearly 
in contact. So according to these authors a difference between the two 
periods would result in marked changes in the lightcurve from one 
revolution to the next, this being caused by the elliptical shape of the 
components. No such changes have been observed. 

With some restrictions this same reasoning can be applied to the 
Algol variables. Consequently the points indicating the eclipsing variables 
in the PD diagram are to be expected within a relatively narrow zone 
round the line indicating the equation (6). For the present discussion we 
used all spectroscopic doubles which in the list compilated by BEER 
are indicated by BV. For deriving the values log D and log P BEER’s 
absolute magnitudes were used. 

These different values are represented in the diagram, Fig. V. On 
the whole the distribution of the points is as was expected. There are 
a few large negative differences which were already previously discussed. 
The one very large positive difference corresponds to « Aurigae. For 
an Algol variable the period of this star is unusually large. 


General Remarks and conclusions. All stars used in the previous 


1) M.N.R.A.S., LXXXIX, 223, 1929. 
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discussions were plotted on one and the same PD correlation plane. 
For indicating the various groups of stars different symbols were used. 
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Fig. V. The logarithms of the periods of different groups of variables and 
spectroscopic doubles plotted against log D. 


a. Open circles with crosses for the longperiodic variables measured 
by NICHOLSON and Pettit. 


b. Open circles for the Mira stars and 4 Cephei stars contained in 
HERTZSPRUNG’s catalogue. 
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c. Black dots for the different groups of Cepheids. 

d. Open circles for the 6 Canis-Majoris stars. 

e. Double open circles for the eclipsing variables. 

f. Black dots surrounded by circles for all spectroscopic binaries of 
BEER’s list not contained in one of the groups mentioned sub a, b, c,d 
or e. 

The areas covered by the different groups are surrounded by faint 
drawn or dotted curves. The curves were drawn in such a way as to 
give no undue weight to the few exceptional stars widely deviating 
from the mean. 

The equation (6) has been indicated by a dotted line. From the 
figure it appears that the line indicating the mean period of axial rotation 
roughly devides the D correlation plane into two distinct parts. Of these 
the one contains the spectroscopic doubles and the second (lower left) 
all variables which have not or not yet developed into doubles. It 
should be remembered, that the equation (6) only represents a first 
solution of the relation between the two quantities log P and log D. 
In deriving the equation a linear relation was adopted. Apparently the 
actual curve may deviate from a straight line. If instead of the relation 
(6) the full drawn indicated in the figure is used, the devision of the 
correlation plane into two distinct parts is even more complete. With 
exception of a few spectroscopic binaries of very early type (O and B1) 
no doubles occur on the left side of the curve, on the other hand no 
such variables, which are generally believed to indicate a state previous 
to that of the double stars occur on the right side of the curve. 
Therefore I think that the line of stellar rotation may indicate a critical 
stage in the process by which a variable develops into a (spectroscopic) 
double. 

While the relation between the d-Cephei and f-Canis Majoris stars 
is definitely emphasised by our diagram, no new light is thrown on the 
relation of the Cepheids and the long-periodic variables. This is due to 
the discordance of the values obtained for the different groups of long 
period stars. Using the values based on the measures by NICHOLSON 
and PETTIT, we have a continuous series of variables: Mira stars- 
Cepheids-B-Canis Majoris stars-B-Lyrae stars which might indicate the 
successive states, which according to JEANS, are attained by a Mira star 
when developing into a spectroscopic double. If on the other hand the 
positions based on HERTZSPRUNG’s data are valid, it would be difficult 
to understand in what way a Mira star could develop into a Cepheid. 
In the latter case it would be probable that the different groups of 
variables indicate different groups of stars which indepently may develop 
into double stars. In either case stellar rotation must be an important 
factor. 

From the figure it further appears that the eclipsing variables are 
only a (not very distinct) subgroup of the spectroscopic doubles. 
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Spectroscopic doubles for which the numerical values of the difference 
O—C are very small occur along the whole course of the stellar rotation 
curve, even with periods comparable to those of the long period 
variables, for which, however, this curve is extrapolated. So if spectros- 
copic doubles really originate by fission, it is probable that the point of 
transgression is not an identical one for the different doubles. Our diagram 
suggests that this transgression may occur along a considerable interval 
of the stellar rotation curve. Some doubles might even have originated 
at a time when the parent star was still in a stage previous to that 
indicated by the spectral type M. 

Owing to the scantiness of the observational data many of our results © 
are preliminary only. But they still suggest that many important facts 
may be revealed by further studies of the contours of spectral lines. 


Lembang, October 1930. 


Palaeontology. Fossiele overblijfselen van den plantengroei tijdens het 
Wiirm-glaciaal en het Riss-Wiirm-interglaciaal in Nederland. 
(Voorloopige mededeeling.) Door F. FLORSCHUTZ. (Communicated 


by Prot. Ls RUTTEN.) 


(Communicated at the meeting of November 29, 1930), 


Ten behoeve van den aanleg der Twenthe-kanalen werd bij Eefde, 
ongeveer 3 kilometer noordoostelijk van Zutphen, een sluisput gegraven 
met een diepte van + 10 meter onder maaiveld, dat gemiddeld 8.35 meter 
boven N.A.P. ligt. De met de leiding der werkzaamheden belaste Ingenieurs 
van den Rijkswaterstaat stelden mij in de gelegenheid het bodemprofiel 
te bezichtigen en daaruit monsters te nemen, 

Een eerste onderzoek bracht in begin November 1930 aan het licht, dat 
op verschillende diepten, wisselend tusschen 4 meter boven en 1.60 meter 
onder N.A.P., lagen voorkwamen met plantenresten, in hoofdzaak over- 
eenstemmende met de botanische overblijfselen, in Januari van dit jaar 
gevonden bij het Weusthag, een km, noordoostelijk van Hengelo (O.) *). 

Ook bij Eefde bleken een land- en een water- of moerasflora aanwezig 
te zijn geweest, waarvan onder meer deel hadden uitgemaakt Arctosta- 
phylos, Dryas octopetala, Betula nana, Salix herbacea, polaris, reticulata, 
retusa en Selaginella selaginoides; Carex, Batrachium, Hippuris, Menyan- 
thes en Potamogeton; Musci. 

Kon met betrekking tot de flora van het Weusthag een nader verband 
met Riss- of Wiirm-ijstijd tot dusver niet worden aangetoond, ten opzichte 
van de flora van Eefde zijn de omstandigheden voor het trekken van een 
conclusie gunstiger, zooals uit het volgende moge blijken. 

In materiaal, verkregen bij boringen door den Rijkswaterstaat tusschen 
1 en 2 kilometer oostelijk van den sluisput, dat door den Directeur van het 
Rijksbureau voor Drinkwatervoorziening te mijner beschikking was gesteld, 
werden in afzettingen, gelegen omstreeks 3.50 meter onder N.A.P., over- 
blijfselen van een waterflora gevonden, waaronder opvielen tallooze micro- 
en macrosporangia van Salvinia en een zaad van Aldrovanda. Tevoren 
had reeds een onderzoek van, mij door den Directeur van 's Rijks Geolo- 
gischen Dienst gezonden, botanisch materiaal uit grondmonsters van 
boringen nabij de gasfabriek te Zutphen (3.5 kilometer zuidwestelijk van 
den sluisput) uit lagen van 17 tot 20.25 meter onder N.A.P. eveneens 
groote hoeveelheden micro- en macrosporangia van Salvinia opgeleverd 
en uit een diepte van 22 tot 33 meter onder N.A.P. zaden van Cerato- 


phyllum demersum. 


1) Proceedings der Koninklijke Akademie van Wetenschappen, Vol. XXXIII, No. 2, 1930. 
67 


Proceedings Royal Acad. Amsterdam, Vol. XXXIII, 1930. 
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De veronderstelling van laatstbedoelden Directeur, dat de Salvinia-laag 
zich onder den bodem van den sluisput zou uitstrekken, werd bevestigd, toen 
de genoemde sporangia ook werden aangetroffen in klei, welke in den put 
tusschen 5 en 6.50 meter onder N.A.P. aangeboord was. De onder deze 
klei volgende, meer of minder grint houdende, zanden bleken naast veel 
zuidelijk eenig noordelijk gesteenten-materiaal te bevatten en dus van 
gelijken aard te zijn als de zanden, welke Dr. TESCH onder de Cerato- 
phyllumlaag in de westelijke boring waarnam en als een fluvio-glaciale 
afzetting uit den Riss-ijstijd beschouwde. 

Bij Eefde komen dus voor: 

a. van 4 meter boven tor 1.60 meter onder N.A.P. overblijfselen van een 
plantengroei met een arctisch-alpien karakter (Dryas-flora); 

b. van 5 tot 6.50 meter onder N.A.P. resten van een vegetatie, die aan- 
merkelijk hoogere eischen aan het klimaat stelde dan de sub a. bedoelde 
(Aldrovanda-Salvinia-flora); . 

c. beneden 6.50 meter onder N.A.P. fluvioglaciale, in den Riss-ijstijd 
afgezette, sedimenten. 

Uit deze gegevens schijnt de gevolgtrekking gemaakt te mogen worden, 
dat de Dryas-flora uit het Wiirm-glaciaal en de Aldrovanda-Salvinia-flora 
uit het Riss-Wiirm-interglaciaal afkomstig is. 


Velp (G.), 27 November 1930. 


ZUSAMMENFASSUNG. 


Fossile Reste von Vegetationen der Wiirm-Eiszeit und des 
Riss-Wiirm-Interglazials in den Niederlanden. 


Vorlaufige Mitteilung ber das Vorkommen von Ablagerungen in der 
Nahe von Zutphen (Provinz Gelderland), von oben nach unten be- 
stehend aus: 

a. Sande mit Resten der Dryasflora: Arctostaphylos, Dryas octopetala, 
Betula nana, Salix herbacea, polaris, reticulata, retusa und Selaginella 
selaginoides; Carex, Batrachium, Hippuris, Menyanthes und Potamo- 
geton; Blattmoose; . 

b. Tone mit Resten einer Wasserflora: unter andern Aldrovanda und 
Salvinia; 

c.  fluvioglazialem Sande. 

Der sub c. genannte Sand gehért der Riss-Eiszeit an; die Aldrovanda- 
Salvinia~Flora wird dementsprechend in das Riss-Wiirm-Interglazial und 
die Dryasflora in die Wiirm-Eiszeit gestellt. 


Botany. — On the Relation between Growth Ane Extensibility of the Cell 
Wall. By A. N. J. HEyN. (Communicated by Prof. F. A. F. C. 
WENT.) 


(Communicated at the meeting of November 29, 1930). 


HuGo DE VRIES found a close relation between the parts of a flowerstalk 
with the highest rate of growth and those parts where the cells were most 
extended in consequence of their turgescene. This supported the mechanical 
theory of growth of SacHs. SACHS suggested, that the expansion of a cell, 
due to its turgescene, enables the deposition of particles in the cell wall, 
which would be the cause of a lasting permanent extension of the cell. 
DE VRIES could prove also, that after moderate stretching of plasmolysed 
stalks, the zone of maximum extensibility is about the same as the zone with 
maximum extension and growth. With more powerful stretching the exten- 
sibility increases towards the top of the growing area. This different 
behavior is possibly due to the fact, that with a powerful extension of the 
younger parts the limit of elasticity has been exceeded. 

It follows from the paralellism in the distribution of extension following 
turgescene and of extensibility, that the stretching force must be constant 
over the different parts of the stalk. 

In his papers “Uber die inneren Vorgange bei den Wachstumskriim- 
mungen mehrzelliger Organe’’, “Over de bewegingen van de ranken van 
Sicyos’” and ‘‘Sur les causes des mouvements auxotoniques des organes 
végétaux’’, however, DE VRIES suggests, that the increase of extension in 
the convex part of an organ during a tropistic curvature is due to the 
increase of turgor pressure in the convex part. The higher degree of turgor 
pressure causes a higher extension of the cell wall, which leads to an 
increase in growth. 

LAURENT investigated the relation between the different rates of growth 
in the four different periods of growth in the sporangiophores of Phyco- 
myces. He determined the percentage of contraction of the growing part 
after plasmolysis. It appeared that growth and contraction after plasmolysis 
went hand in hand during these periods. He believes that the degree of 
turgescene is constant with the exception of a small increase only during 
the fourth period. The contraction after plasmolysis is smaller at the third 
stage in which no growth occurs and during which period the cell wall 
was supposed to be least extensible. According to LAURENT the turgescene 
equals the concentration of a solution, in which the length of the cell does 
not change. He determines the suction force apparently. It is therefore not 
justified to conclude from LAURENT’s experiments, that the cell wall is 


Of” 
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least extensible during the third stage, though it may be quite well 
possible. The area of growth appeared to move towards the top during 
the second stage and had completely disappeared during the third one as 
far as the sporangiophore is concerned. During the fourth stage it was 
present again at a certain distance from the top. LAURENT summarises as 
follows: “Il s’agit évidemment, dans ce cas, d'une modification locale 
qu'éprouve la cellulose de la membrane. Nous sommes porte a croire, qu'il 
existe une matiére spéciale, une espéce de ferment émis par le protoplasme, 
matiére, qui aurait la propriété de ramollir les membranes, et d’en faciliter 
l'extension sous l’action du suc cellulaire.” 

WoORTMANN showed that with tropistic curvatures of unicellular organs 
the cell wall becomes thicker at one side than at the other. According to 
WortTMANN the thicker cell wall is the result of an accumulation of proto- 
plasm at the same side. In his experiments the curvatures of the plants were 
prevented artificially. 

NOLL emphasized that the cell expansion depends on two factors: The 
turgor pressure and the extensibility of the cell wall. The latter is the only 
one in unicellular organs. He proved that if an organ is bent in two 
directions by the same bending force, the convex half is more extensible 
than the concave one at the beginning of the tropistic curvature. According 
to NOLL the increase in thickness of a cell wall as described by WORTMANN 
is only a secondary result of the curvature. 

He believed that the primary effect is the increase in extensibility of the 
cell wall at the opposite side. 

ELFVING carried out similar experiments. He also believed the thicker 
wall at one side to be the result and not the cause of a curvature. 

The work of WORTMANN and ELFVING has been repeated afterwards and 
extended in a certain direction by HEGLER, BALL and BUCHER. 

They investigated the anatomical differences between the cell walls of 
the two antagonistic halves, when a curving had been prevented or when 
the plant had been bent mechanically for a long time. 

In general the cell wall was looked upon as a ‘‘dead organ. Oar a few 
investigators, the most prominent of whom is WIESNER, strongly critisized 
this conception of the cell wall. I give a quotation: “Meine Auffassung 
geht dahin, dass die Zellhaut der Pflanzen in chemischer Beziehung und 
auch in Betreff ihrer Structur dem lebenden Zellinhalte viel nadher kommt, 
als derzeit angenommen wird und das sie wenigstens in jiingeren Entwick- 
lungsstadien als ein lebendes Glied der Zelle zu betrachten ist” (P. 138). 

REINHARDT carried out some valuable experiments in this respect. He 
found a close interrelation between cell wall and protoplasm during the 
growth of the cell wall. After the connection has been disturbed by means 
of temporary plasmolysis, growth stops altogether. 

HECHT also investigated the connection of the protoplasm and the cell 


wall; after plamolysing a cell a reticular layer of protoplasm is still attached 
to the cell wall. 
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HANSTEEN CRANNER looked upon the problem of the connection between 
protoplasm and cell wall from the chemical point of view. Unfortunately his 
work has lost much of its value as a result of STEWARD’s criticism. 

Recently a few authors took into account the condition of the cell wall 
again e.g. MORGENSTERN, whose work has been continued by VON 
OVERBECK. They prevented mechanically the tropistic curvature of plants 
and put the plants then in water or plasmolysed them. 

URSPRUNG and BLuM found a parallelism between the distribution of the 
growth and the elasticity and plasticity of the cell wall in root tips of Vicia 
Faba. According to them the part of the greatest elasticity is at the same 
time the part of the largest increase in length. The authors however do not 
attach great value to the elasticity as a cause of growth because the 
maximum turgor-pressure was not able to expand the cell wall as far as the 
limit of elasticity. And growth can only be defined as a permanent change 
in length. One should not conclude with these authors, however, that the 
condition of elasticity is only secondary. 

KRASNOSSELSKY-MAximMow compared the contraction after plasmolysis 
in different plant-tissues. She looked upon this contraction as a way for 
measuring the elasticity of the cell walls. 

OPPENHEIMER in the same way made a study of the circumference of the 
cells from different tissues. The turgor-pressure was modified by putting 
the cell in concentrations of saccharose, varying from 0 up to the concen- 
tration of beginning plasmolysis. The extension as dependant on the turgor~ 
pressure is represented by a curve, which rises rapidly at the beginning but 
runs more and more paralel to the abscissa at the end. 

WIEDERSHEIM and BUNNING took the condition of the cell wall into 
account, too. 

VAN WISSELINGH says in his monograph, Die Zellmembran : “Weiter 
kommt es mir vor dass man den Modificationen, welche die Zellhaut erleidet 
viel gréssere Aufmerksamkeit hatte widmen miissen, als es bis jetzt der Fall 
gewesen ist. Ich meine nicht eine Modification wie die Verholzung, sondern 
solche Modifikationen, welche zur Verschmelzung und zum Abbau von 
schon gebildeten Zellwandschichten fiihren.”’ 

After the work on growth-substances the analysis of growth has entered 
a new period. 

WENT Jr. pointed out, that the growth substance might affect the elas- 
ticity of the cell wall. 

Horrets DE Haas took a series of 24 coleoptiles and decapitated half 
of them. After two hours they were decapitated a second time. These 12 
decapitated coleoptiles proved to be less elastic than the 12 normal ones. 
He attached the turgid coleoptile between the bottom of a balance and one 
of the scales. He put a weight on the other scale, and from the deflection 
of the needle he measured the elasticity of the coleoptile. 

The whole coleoptile was measured in these experiments and not a 


special part. 
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In connection with the discussed literature it seemed to be worth while to 
investigate exactly the relation between growth and extensibility in coleop- 
tiles of Avena, even more so because it is not necessary to compare the 
distribution of growth and extensibility in different parts of the same plant. 
The great advantage is, that one has the growth completely in hand by | 
means of decapitation or application of growth-substance. Afterwards the 
extensibility can be compared with this growth. 

For this reason the measurements of growth are given first of all. 


I. Growth. 

Work had been carried out already on this subject by DOLK and SUDING. 

After decapitation the growth appeared to decrease, to pass through a 
minimum after about 3 hours and to increase subsequently very slightly. 
The next table shows the progress of growth of the decapitated plants, 
which were used in the experiments on extensibility 1). The numbers mean 
the increase in length in half an hour in units of 40 w. 

Immediately after decapitation. 

Plants growing in earth: 

a. mean of two plants 
20, th? 325 26403574528) 7S, 8:9 LO LO eel LO SO er OS 
b. mean of four plants 
MS ORAS 907 GALT B25 er Tan 5 Aci 91. OOo 28 
minimum after 3 hours. 

’Watercultures 
c. mean of 6 plants 

816,65 Das; Oo 2s 135 Rea eo eo: 
minimum after 2.5 hours. 

This series corresponds with B, See page 1053. 

The following method has been used. Every half hour a photograph was 
made of the plants in red light by means of a filmapparatus connected with 
the intermittent clinostat of DE BOUTER. Only during the exposure, which 
took 5 seconds, the red light (ScHoTT filter 272) was switched on automa- 
tically. The pictures were projected on the screen and measured when the 
magnification was 25 times the real size. A thin hair, dipped in paraffinoil, 
was stuck to the coleoptile 1.5 m.m. underneath the cut of decapitation. 
The distance, over which this mark travels in the visual field was taken as 
the growth. 


In the following experiments the extensibility of decapitated plants, 
covered with agarblocks with or without growth-substance was determined. 


Very little is known about the growth of such coleoptiles, particularly in 
comparison with normal ones. 


1 % . . 
) The experiments were carried out with the seedlings of a pure line of Avena sativa 


(“Segre’’ oats). They were grown in earth or in water and were kept in a dark room with 
constant temperature and humidity. 
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SODING investigated the growth of coleoptiles on which the top had been 
fixed again with gelatin after decapitation. His intervals of time, though. 
were rather long. DoLk has been the first to give some notes on the growth 
of 4 coleoptiles covered with agarblocks with growth-substance after they 
had been decapitated twice during two hours. The result was a small 
increase in growth, much smaller than the growth of normal coleoptiles 
(highest reading 1/3 of normal growth). 


In the following experiments 6 seedlings were usually photographed at a 
time, two of which served as control plants, having a similar mark at the 
same distance of 7 m.m: from the top. Immediately after decapitation two 
of the other plants were covered with an agarblock on which 6 tops of 
Maize seedlings had been standing for two hours, the remaining two were 
covered with blocks of pure agar. In this paper the average growth is given 
during the time of investigation. (See table on the following page). 

The average growth of plants covered with pure agar was always from 
0 up to 3 units. ; 

The figure is an example of the progress of the growth of normal plants 


Tile : au 


1% 2 2% 3 3% A 4% 5 


Abscissa: Time after decapitation in hours. 

Ordinate: Growth per half hour in units of 40 «u. 

Each curve represents the average of two coleoptiles, excepted D which 
represents only one coleoptile. 

A. Normal coleoptile total. 

B. Normal coleoptile, part underneath the mark at 7 m.m. from the top. 

C. Coleoptile covered with agar, containing growth-substance, part under- 
neath the similar mark. aa 

D. Coleoptile, covered with pure agar, part underneath the similar mark. 
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ee  ——— 


Normal plants Plants with 


Hours after Hours of growth-substance 
decapitation | investigation Total | Part underneath mark | Part underneath mark 
BIR cds: Sea ee ee |e 
1 3 i 9 6 14 
1.5 b) 15 11 12—17 
1,5 2 16 11 iN) 
15 3h) 15 10s #3 


in comparison with plants covered with agar blocks containing growth- 
substance. 

It appears, that the rate of growth of plants, provided with the employed 
concentration of growth-substance.is higher than the rate of growth of the 
similar part of normal plants. 

With still more concentrated growth-substance it was possible to 
enhance the growth still more, as can be seen from the following table. 


3/, hours after decapitation, mean of two plants. 


INormalitotalar cease se 8 9 10 9559 2D LO ome tl 9.5 


Normal part underneath mark . 5 5 as) es) 55) © Bye) 5) 


Plant with growth-subst. part 
underneath mark 12 13 15 13a 7, 14 17 19 19 


Il. Extensibility. 

For the determination of the extensibility, the coleoptiles were first of all 
decapitated, if this had not yet been done, and the primary leaf was 
removed. After this I let them wilt for a certain time or plasmolysed them in 
50 % glycerine. Then they were provided with two marks, one at a distance 
of 4 m.m. from the decapitation cut, the other at a distance of 16.5 m.m. 
This could be carried out very accurately and quickly by means of a special 
apparatus. The coleoptile was fixed in a small clamp with the upper 4 m.m. 
A similar clamp was attached to the lower part. After hanging a weight of 
10 gram to the lower clamp the change of move place of the lower mark 
was measured by means of a horizontal microscope. The lower mark travels 
over a certain amount of micrometer. units, given in the tables. 
(Micrometer unit = 1/3) m.m., magnification 42 ). 

This amount shows the degree of extensibility. 

The error caused by individual variations, by the instrument and the 
observations was made smaller by comparing series of coleoptiles and 
determining the mean and the average deviation from the mean. 
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A. The connection between extensibility and plasmolysis lasting for 
different periods of time is given in the following table: 


eel 


Number of plants Extensibility Time of plasmolysis 
qq oo 
i 38.5 + 1.1 1 hour 
7 20.3 ae Mae 2a: 
7 Sh ae i.” 6 
8 40.0 se 26 24 


These plants had almost reached the final length of 55 m.m. 

Whenever the extensibility was to be determined, the plants were cut off 
and transported from the dark room of constant temperature to a light room, 
where the different proceedings took place. It was suggested, that light 
might affect the extensibility and it was therefore necessary to determine 
whether the results with this method were different from the results, 
obtained after leaving the coleoptiles in the dark room till they were 
stretched. 


a 


Number of plants Time of plasmolisis 


In the | Extensibility 


ee  —————————————— 


9 | light Dot ae WS | 5 hours 


8 | dark 23.4 + 2.3 | 5 


apparently there is no difference. 

The plants were often wilted instead of having them plasmolysed. Plants, 
which had wilted in light during the same time as the above ones were 
plasmolysed, produced an extensibility of 23.0 + 1.8, number of plants 9. 

There is no difference either between plants, wilted in light and in dark 
for the same time : 


i 


Number of plants | Wilted in Extensibility | Wiltingtime 
ae ee een pene aaa 
9 light | MDP ae WAS 6 hours 


10 dark | 22.9 + 1.7 | 6 


After plasmolysis over 24 hours the extensibility of plants from the same 
series was 23.0 - 1.4, number of plants 8. 


B. The difference in extensibility between normal and decapitated plants 
at a certain time after decapitation can be seen from the next table. 
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Plants growing in earth 


_ 


Hours. after | Plasmolysing 
Number of' plants decapitation time 


i a —————————_——_—_—_—_—— 


Normal | Decapitated ~~ 


4 TORT 20:6 + 0.7} 16.5 + 2.0 13/4 2 hours 
ip & ey D407 tT NO.OF as 23/4 Te. 
Cin i=10 29.6 ala 0 alee 21/5 cel Pas 


There is a marked difference in extensibility between normal and deca- 
pitated plants about two hours after decapitation. 

The question rises whether the normal plants become more extensible or 
the decapitated plants less? In the following tables the progress of the 
extensibility of normal and decapitated plants can be seen, starting from 
the moment of decapitation. 


Plants growing in earth 


Number of plants Normal | Decapitated patiersis Rlssnolyeine 
a) j= 5 AI ae Ose Mo se MNO 0 7 hours 
10— 9 742 Ws) rein he) 28) fey lS 11/5 
6101 SY ae ios We se ND 3 
9 SWe) ae P45) 23.41 122 41/, 
j= 7 MW se 9.3} ge Mo 14 3 hours 
j= F Wy ae BD ivf Se 4h 21/4 
4— 5 2 re eAO 17 =e 1.0 3 
fe Fi PS aw al atisy | PMs) Sb 73072 41/4 
Ba 4 AS ate AAO) AD ae 32 51/5 
c) B= 4! PA) 0) Se 4 Wf) ae 8) 0 20 hours 
—-9 MY) ge 28 Ital ae 14 2 
i= fe I az PAW PBA Se thos 41, 
d) Vie yey se 25 ALD se i 0 24 hours 
12—10 Beene 2 Aes ae 2.7 1/5 
10 26.0 + 1.4 mel ae Wes 1 
j= @ | Psi) ae #2 PA BEISS Il 6 2 
Dike, 202 05-- 203 Mss) ae eG 3} 
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Watercultures 
Number of ras | Normal | Decapitated Hee eee Peay km 
e) 
6 25.0 I/, 20 hours 
8 23.0 11/4 
8 21.0 21/4 
8 18.4 31/2 
8 21.6 41/2 
8 ND 5 


This series corresponds with Ic, page 1048. 

It appears, that the extensibility of decapitated coleoptiles becomes less, 
than it was at the moment of decapitation. The smallest valeus occur after. 
about 3 hours. The extensibility of normal coleoptiles remains constant or 
increases very slightly during this time. 


It was possible, that traumatotropic stimuli or water-relations might affect 
the extensibility of the cell wall, which might account for the difference in 
normal and decapitated coleoptiles. In order to find this out a series of 
seedlings was decapitated and the primary leaf removed. Some of the plants 
were covered with agarblocks without growth-substance, others with agar- 
blocks on which 6 tops of Corn seedlings had been standing for some 
hours. After a certain time the agarblocks were removed and the extensi- 
bility was determined. 


Agar with | Agar without After influencing | Concentration Plasmo- 


ee of growth- growth- the plant of growth- lysing 

pes substance substance during substance time 

eee 
Bi 18) Ok 237) ITA 19 2!/ hours BE MaT: Hi: 2) 151/, 
6=) Diese 1 FPL SS Di ee vy 6 5 43/4 
7-7 94 Oe 1.43) 19°27 s0.9 2 ‘ 6 ,, 4 


The plants provided with growth-substance are more extensible. 


C. One might ask whether the seedlings with more extensible cell walls 
have been more extended. To find this out I compared plants which had 
been decapitated for some hours with normal ones and determined the 
contraction of a part of 5 m.m. (starting at 4 m.m. under the decapitation 
cut) which takes place during the wilting of the coleoptiles. The controls 
were also decapitated after they were cut and before they wilted. 


1) Means concentration in mais-tops-hours. 
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Contraction microm. units 


Number of Wilting time 
beak normal decapitated 
dk IR SOS a oT ee, 
43 11 8.7 23/4 
12.5 9.5 53/4 


_ Normal plants contract more when they are wilted. 


In one series of plants the extension of the cells (measured from the 
contraction) and the extensibility (measured by stretching them after plas- 
molysis) were compared. 


i Extensibilit ; Wilting or 
Number of Soaps ou aarts Time after plasmolysing 
plants ep | Oa leition ine 
normal | decap. normal decap. 
| 
a) 4—5 1265 11.0 1/y hour 7 hours 
7363) Dod 26.6 23.1 Sb) 
1—5 
Ohad OS) 223 22.8 0 ‘ Bian 
}}) G7 
10.7 6.2 25.6 19.4 Do eds 


It appears, that extensibility and extension vary in the same sense: 


Extensibility: 22.3 22.8 25.6 19.4 
Extension: 9.2° (9.5 10.7..3"*692; 


The higher extensibility measured at plasmolysed coleoptiles shows itself 
apparently in the cells as a state of higher expansion. 


D. It might be possible to conclude from these experiments that the 
growth-substance enlarges the extensibility of the cell wall and that the 
increase in extensibility causes the increase in length. The increase in exten- 
sibility, however, can equally well be the result of the increase in length. 
At any rate there is no linear proportion between length and extensibility, in 
this sense, that the extensibility increases in accordance with the length. The 
extensibility is rather constant, while there is an increase in length as may 
be seen from the preceding tables. There are apparently two processes, one 
is an increasing in extensibility, the other is a decreasing. The two processes 
seem to interfere with one another. 

A further analysis will be necessary to prove which of the two possibili- 
ties is the right one. Some efforts in this direction have already been made. 
If it is possible to stop the growth, while the growth substance continues to 
affect some process or other in the cell, one might trace whether this process 
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is connected with the extensibility of the cell wall or not. If this would be 
the case normal coleoptiles, which do not grow would become more exten- 
sible than decapitated ones. 

To stop the growth the coleoptiles were cut off and put in holes made in 
paraffin, which kept them in a vertical position. One part of theme were 
decapitated. After some hours the extensibility was determined‘). 


Number of TNS Time after Plasmolysing 
plants ia ss oe a es |. ecapitation time 
normal decapitated 
Ja © D2 Am eed) 21.7 + 0.9 1 hour 41/, hour 
<= | 1938 se 155) 1755) se io7/ Se, 3 a 


12—14 | WA ae Wao WO se 525) | ee oe 13 ” 


The following table gives the extensibility of a part of the series which 
has not been cut off at the same time: 


———— 


Number of plants Neen Deeapitated Time after Plasmolysing 
of the same series decapitation time 
Dene ee 
10—12 cut off What se abel iS se OY 21/9 22 


4— 4 growing WO ae Oe: 1.0 se Opts 


These experiments were repeated with the method of wilting : 


Number of Extensibility Time after Wilting plasm. 
plants decapitation time 
Normal | decapitated 


1212 | 20.8 | 20.5 | 2 hours | 6 hours 


It appears that the extensibility of coleoptiles which have been cut off 
is the same for normal and for decapitated plants, some hours after deca- 
pitation. It may be that the growth-substance only affects the cell wall if an 
increase in length is possible. 


E. The extensibility remains constant over a long period as may be seen 
from the tables. A process inhibiting the extensibility seems to interfere with 
a process increasing it. The latter was investegated more particularly. 


1) It has been proved namely that a top which has been cut off, continues to produce 
growth-substance and that growth-substance can be transported through short cylindres in 
which a coleoptile can be divided. 
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In the first place the extensibility of normal non-decapitated coleoptiles 
which were cut off was compared with the extensibility of coleoptiles, which 
were growing in earth, over a long period. 


(a 


Number of plants 
of the same 
series 
LL 


Time after Plasmolysing 
cutting off time 


Cut off 


Growing 


ji. 250 e-aliez 10 minutes 24 hours 
8—9 AX6) 0) Se PALI BO ae WH hour 
pee 1K3.5) ae 25 WOG ae iol 1}/, 
8—8 B37), ae iheS loi se Oe 24 


In the second place the influence of temperature was investigated. One 
part of the coleoptiles was kept at 20.5 or 24° C. another at 0° C. 


Extensibility 


' 


Number of Weriperature Plasmolysing 
plants . time 
growing cut off 
ay) ISP? 26.8 15.8 AO) 5° 24 hours 
Dae 0°°G, 24 
11 
b) Qe UB) 35 AV) B? (C. Pi 
16 24.0  , 24 


Decapitation does not affect the process : 


er) 


Number of Extensibility 


plants Temperature 
normal | decapitated 
3 Srl | 8.3 | 24° C., 


87 14.0 | wai | 0° Cc, 


It follows, that the process, which inhibits the extensibility in not growing 
coleoptiles, reduces the extensibility to 50 % at a temperature of 20—24° C. 
in 24 hours and has no effect at a temperature of 0° C. It was obvious, 


that the process of intussusception and apposition played a part in these 
phenomena. 


F. Finally a comparison was made between decapitated coleoptiles which 
were growing in earth and decapitated coleoptiles, which were cut off. 
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ED 


Number of plants : Time after 
of the same series NEES Cut off | decapitation 
st ns el i el PS 
a) iG =Si5} Wi 9? 17.0° 30 minutes 
ID Ne 20.5 18.9 60 m0 
Sas fe 20.0 17.0 90 x 


eee 


Decapitated Normal 


Number of Time after 
plants decapitation 
growing | cu off growing | cut off 
11—8 | 26e5 | 230M 30.0 | 23.0 | 2 hours 


There is a marked difference in extensibility between growing and not 
growing decapitated coleoptiles. The amount of growth-substance present 
is the same in either case. It is difficult not to conclude that the higher 
extensibility is the result of the growth. 

This publication is only a preliminary note of my work, which has been 
started in 1928 and which is being continued. My next experiments will 
include a study on the plasticity of the cell wall. 


Botanical Laboratory. 


Utrecht, September 1930. 
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Botany. — Uber die Beeinflussung der Hefeatmung durch Neutralrot. Von 
Max GEIGER-HUBER. (Communicated by Prof. F. A. F. C. WENT.) 


(Communicated at the meeting of November 29, 1930). 


Seit die Bedeutung der Vitalfarbung fiir die Erforschung der lebenden 
Zelle erkannt wurde, ist man nicht nur eifrig bestrebt den Farbungsvorgang 
selbst aufzuklaren, sondern da jede Farbung auch einen mehr oder minder 
starken Eingriff in die physiologischen Vorgange der Zelle bedeutet, wird 
ebenfalls untersucht, welche Veranderungen die Leistungen der Zelle durch 
die Farbung erfahren. Mitbestimmend fiir die Ausfiihrung solcher Versuche 
mag auch der Wunsch sein, die aus der Praxis der Vitalfarbung stammen- 
den Angaben iiber gréssere oder geringere ,,Giftigkeit’’ der einzelnen Farb- 
stoffe, durch exakte Aussagen iiber deren Wirkung auf die einzelnen Teil- 
prozesse in der Zelle zu ersetzen. So sind auch die Versuche, iiber die im 
folgenden berichtet wird, in der Absicht unternommen worden, festzustellen, 
inwieweit die Atmung der Hefe durch Anfarbung der Zellen mit dem 
allgemein als unschadlich geltenden Neutralrot geandert wiirde. 

Arbeiten, die iiber die Beeinflussung der Atmung botanischer Objekte durch 
Farbstoffe handeln, liegen mehrere vor, von denen hier nur die neueren von 
GENEVOIS (1928) und von ALBACH (19296) erwahnt sein mégen. GENEVOIS 
findet bei Algen, dass durch die Anfarbung der Vakuolen eine je nach dem 
Farbstoff verschieden starke Steigerung der Atmung eintritt; die Grosse der 
Steigerung soll dabei mit der Hohe des Oxydations-Reduktionspotentials in 
Zusammenhang stehen, da Farbstoffe mit hohem Redoxpotential, wie 
Methylenblau, starker wirken, als solche mit niederem (z.B.: Neutralrot). 
ALBACH bestatigt im Wesentlichen an Elodea die Feststellungen GENEVOIS’ 
iiber die Beeinflussung der Atmung, zeigt aber weiter, dass sich die Ande- 
rung der Atmung durch Auswaschen des Farbstoffes wieder beseitigen 
lasst; auf weitere Ergebnisse seiner Arbeit soll spater noch eingegangen 
werden. 

-Wabhrend nun die genannten Autoren verschiedene Farbstoffe beniitzten, 
auch etwa deren Konzentration anderten, wurde in meinen Versuchen nur 
Neutralrot 1 : 10000 verwendet, dagegen die H’-Konzentration als ein 
anderer die Farbung beeinflussender Faktor variiert. Ausserdem fand auch 
noch das Alter der Hefe Beriicksichtigung, weil Vorversuche einen Einfluss 
auf die Atmungsgeschwindigkeit wahrscheinlich gemacht hatten. 

Die Atmungsmessung geschah manometrisch mit einer Apparatur, deren 
allgemeine Beschreibung zu finden ist z.B. bei WARBURG (1926) und KREBS 
(1928). Es geniigen daher einige spezielle Angaben: Die Versuche wurden 
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bei 20 + 0.05° C. ausgefiihrt. Verwendung fanden einfache Manometer, 
deren Atmungsgefasse einschliesslich der Kapillare bis zum Meniscus der 
Sperrfliissigkeit, ein Volumen hatten von 17.0—19.6 cc (ausgewogen mit 
Quecksilber), Die Atmungstrége wurden fiir die Versuche mit 3.2 cc m/15 
Phosphatlésung gefiillt, dann wurde 0.4 cc einer 10 % Glukoselésung zuge- 
setzt und schliesslich 0.2 cc einer der Konzentration nach genau bekannten 
(meistens 8—10%) Hefesuspension; das Volumen der Hefezellen war 
durch Zentrifugieren im Hamatokriten bestimmt worden. In den Einsatz 
des Atmungstroges wurde 0.3 cc 5 % Kalilauge gegeben zur Absorption der 
Kohlensaure. Der Anhang des Atmungstroges enthielt 0.2 cc 0.1 % 
Neutralrot (zur Injektion vitaler Gewebe n. EHRLICH, von GRUBLER, Leip- 
zig), das im geeigneten Zeitpunkt in den die Hefezellen enthaltenden 
Hauptraum hiniibergespiilt werden konnte. Der Gasraum der Gefasse war 
mit Luft gefiillt. Die Gefasskonstante fiir die einzelnen Manometer betrug 
1.20 bis 1.46, d.h. jeder mm abgelesener Druckunterschied entsprach einem 
Verbrauch von 1.20 bis 1.46 cmm Sauerstoff (0° C und 760 mm Hg). 
Ausser den fiinf Versuchsmanometern wurde stets ein mit den gleichen 
Fliissigkeiten aber ohne Hefe versehenes Kontrollmanometer mitbeniitzt, 
dessen Ausschlage, allein durch Schwankungen der Temperatur und des 
Barometerdruckes verursacht, als Korrektur bei den Ausschlagen der Ver- 
suchsmanometer beriicksichtigt wurden. Vor Beginn der Versuche wurden 
die Manometer zum Ausgleich der Temperatur und der Gase 30—50 Minu- 
ten im Thermostaten geschiittelt mit gleicher Schiittelgeschwindigkeit wie 
beim Versuch (110—120 Schwingungen pro Min.). Die Manometer- 
ausschlage wurden je nach der Grosse der Atmung alle 15, 20 oder 30 
Minuten abgelesen. Differenzen der Atmungswerte bis zu etwa 5 % liegen 
fiir diese Versuchsanstellung innerhalb der Fehlergrenze. Die Hefezellen 
wurden nur von sehr schwachem, indirektem Lampenlicht getroffen. 

Als Lésungen von bestimmter Wasserstoffionenkonzentration wurden 
solche von prim. Kaliumphosphat (m/15) und sec. Natriumphosphat (m/15), 
sowie Mischungen von beiden verwendet. Da die Pufferkapazitat der 
betreffenden Lésungen verschieden ist, wurde untersucht, wie weit deren 
p;, durch den Versuch verschoben wird. Die kolorimetrische Bestimmung 
(im Bjerrumkeil) ergab: 5.1 (ca. 4.9), 5.8 (ca. 5.6), 6.2 (ca. 6.0), 6.9 (ca. 
6.8) und 8.3 (ca. 7.9); die eingeklammerten Werte beziehen sich auf 
Messungen des p,, in der Suspensionsfliissigkeit nach vierstiindigem Ver- 
such (Hefezellen abzentrifugiert, Messung in iiberstehender, klarer Lésung). 
Die im folgenden genannten p,,-Werte sind die Mittel aus diesen Bestim- 
mungen. 

Alle Versuche wurden mit kauflicher Backerhefe ausgefiihrt, die ge- 
waschen, in Leitungswasser suspendiert (ca. 10% Suspension) und im 
Fisschrank bei 3—4° C aufbewahrt wurde; das Wasser wurde jeden Tag 
erneuert. Eine Bakterienentwicklung wurde nicht beobachtet; selbst nach 
mehrstiindigen Versuchen bei 20° C ergab die mikroskopische Kontrolle 
héchstens im alkalischen Milieu das Vorhandensein von wenigen Bakterien, 
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die aber gegeniiber der Menge der Hefezellen kaum in Betracht kamen fiir 
eine Anderung der Atmungsgrdosse. 

An Hand der folgenden Tabelle sollen vorerst die Ergebnisse der 
Atmungsmessungen an ungefarbten Hefezellen besprochen werden. Unter- 


PH cmm. Vor- 
5.0 Sa7f 6.1 6.9 8.1 verwendete | periode 
Tag Hefe | ca.min. 
' 7.1 100 | 7.4 100 | 7.0 100 | 7.0 100 | 6.2 100 | | 
7.0 60 
100 104 98 98 | 87 | | 
7.0 98 | 6.6 90| 7.2 102 | 6.4 92 | 6.9 112 | 
a 1555 80 
100 | 96 99 | 103 | 92 | 
Se meres ere) 
| 6.8 95 | 6.8 91|6.8 97| 6.9 99 | 6.5 105 | 
7. 65 60 
| 100 | 100 100 102 | 96 | 
ete OER nae | GR le Ven els 
| 5.6 79 | 5.5 7316.5 93| 6.0 86| 5.4 87 | 
10. 5.9 80 
[aes | 97 115 106 96 | 
ey PU ce a ee es 
5.8 81|5.8 78|6.1 87| 6.1 87 | 5.7 92 
12, 10.3 7) 
100 100 104 104 | 97 
| 
5.6 79 | 5.8 78 | 5.7 81 | 5.6 80| 5.0 82 | 
13 7.8 90 
100 | 102 | 101 | 100 89 | 
4.5 63 | 4.4 59/48 69|4.2 60) 4.5 73 | 
20, 7.8 75 
100 97 107 94 100 | 
ee ee re a ees te et 
Mittel 100 | 99.4 | 104.1 | 99.8 94.8 | | 


sucht wurde die Abhangigkeit der Atmung von der Wasserstoffionenkon- 
zentration zwischen p,,5 und p,, 8-1 und ausserdem der Einfluss der Auf- 
bewahrungsdauer auf die Atmung. Die Atmung wurde 60 bis 90 Minuten 
(s. Werte der letzten Kolonne) nach dem Einbringen der Hefe in die 
glukosehaltige Phosphatlésung bestimmt und zwar erst nachdem die 
Atmungsgeschwindigkeit konstant geworden war; die Messungen wurden 
dann iiber eine Stunde fortgesetzt. Die fettgedruckten Zahlen in der 
Tabelle sind die Atmungswerte pro Stunde und 1 cmm lebende Hefe. 


Um die verschiedenen Versuche mit einander vergleichen zu kénnen, 
68* 
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wurde der Atmungswert bei p,, 5 willkiirlich gleich 100. gesetzt und die 
iibrigen Werte des gleichen Versuches. in Prozenten dieses Bezugswertes 
ausgedriickt. Wie man sieht, andern sich die Atmungswerte kaum bei einer 
Verringerung der H’-Konzentration auf den tausendsten Teil (p,, 5 bis 
p, 8), allenfalls kann aus den Zahlen eine Tendenz zum Abfallen der 
Atmung bei alkalischer Reaktion herausgelesen werden. Um nun festzu- 
stellen, ob sich dieses Verhalten der Hefeatmung mit der Dauer der Aufbe- 
wahrung Andert, wurden Versuche mit bis zu 20 Tagen bei 3—4° C aufbe- 
wahrter Hefe ausgefiihrt. Es ist ja denkbar, dass die Hefe durch das 
,Aushungern” und die Aufbewahrung in elektrolytarmer Fliissigkeit 1) die 
Pufferungsfahigkeit teilweise einbiisst und daher fiir die Atmung in 
Abhangigkeit von der H’-Konzentration schon zwischen p,, 5 und p,, 8 eine 
,Optimumkurve” resultieren wiirde. Die zuletzt aufgefiihrten Versuche 
geben jedoch fiir eine solche Anderung der Abhangigkeit innerhalb 20 
Tagen keine deutlichen Anhaltspunkte. Vergleichen wir noch die Mittel aus 
allen aufgefiihrten Messungen, so bestatigt sich das oben Gesagte iiber die 
Unabhangigkeit der Atmungsgeschwindigkeit von der H*-Konzentration 
zwischen p,,5 und p,, 8. 

Dagegen wirkt die Aufbewahrungsdauer deutlich erniedrigend auf die 
Atmung der Hefe ein. Nach 20 Tagen ist der Atmungswert auf rund 
60—70 % des Anfangswertes gesunken (Werte rechts neben der fettge- 
druckten Zahl!), obwohl die in der Aussenlésung vorhandene Glukosekon- 
zentration hoch genug ist, um die normale Atmungsgeschwindigkeit 
wahrend der ganzen Dauer des Versuches zu gestatten. 

Betrachten wir nun die Versuche mit Neutralrotzusatz (siehe Figur). 
Die Hefezellen befanden sich in glukosehaltiger Phosphatlésung von ver- 
schiedenem p ,,. Nachdem die Vorperiode abgelaufen und die Manometer- 
ausschlage konstant geworden waren, wurde die Atmung wdahrend einer 
Stunde gemessen (2—4 Werte), dann die Neutralrotlésung aus dem 
Anhang des Atmungsgefasses in den die Zellen enthaltenden Hauptraum 
hintibergespiilt (Konzentration des Neutralrots jetzt 1: 10000) und die 
Druckanderungen in kurzen Intervallen iiber zwei bis drei Stunden verfolgt. 
Die Resultate einiger Versuche sind in der Figur in Kurven dargestellt : 
dabei wurde der mittlere Atmungswert [0.-verbrauch] der ersten Stunde 
vor Farbstoffzusatz fiir jedes p,, gleich 100 gesetzt und die spatern Werte 
in Prozenten dieser Bezugszahl ausgedriickt. ' 

Der Versuch vom 1. Tag zeigt deutlich, dass sich die Atmung unmittelbar 
nach dem Farbstoffzusatz je nach dem Sduregrad der Lésung ganz ver- 
schieden verhalt. Bei P,, 9.0 und 5.7 finden wir ein rasches Ansteigen um 
20 %, dann fallt aber der Wert gegen Ende der ersten Stunde auf ca 90 %, 


1) Nach freundlicher Mitteilung von Hrn. Prof. SCHOORL zeigt das Utrechter Leitungs- 
wasser folgende Mittelwerte: x9 = 157.10—6, Fixa 112, Glithverlust 7.4, KMnO4—Verbrauch 


1.4, Cl’ 14, SO4"" 4, HCO’; 99, freies CO, 8, SiO, 10. CaO 38, MgO 5.4, O2 8.5; alle 
Werte mit Ausnahme des ersten: mg per Liter. r 
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Sauerstoffverbrauch von Backerhefe in Loésungen von verschiedenem 


Aciditatsgrade nach Zusatz von Neutralrot ({). 
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um diese Hohe beizubehalten. Bei p,, 8.1 sinkt die Atmung sofort auf unge- 
fahr 82 %, steigt dann aber gegen Ende des Versuches noch um etwa 7 % 
an. Die Atmung bei p,, 6.1 und 6.9 halt etwa die Mitte zwischen den 
genannten Extremen, erreicht aber zum Schluss des Versuches auch den 
Wert von 85 %. Es fallt bei Betrachtung dieses Versuches also auf: 1. dass 
kurz nach dem Farbstoffzusatz ein deutlicher Gegensatz herrscht zwischen 
der Atmung im sauern und alkalischen Milieu, 2. dass im Verlauf von etwa 
Kurz nach dem Farbstoffzusatz ein deutlicher Gegensatz herrscht zwischen 
der Atmung im sauern und alkalischen Milieu, 2. dass im Verlauf von etwa 
bei allen p,,-Stufen ungefahr die gleiche Grdsse haben und 4. dass der 
gemeinsame Wert rund 10—15 % niedriger ist, als vor dem Farbstoffzusatz. 

Noch deutlicher als im ersten Versuch tritt dies beim Versuch vom 6. Tag 
in Erscheinung, der — mit Unterbruch — auf vier Stunden ausgedehnt 
worden war. Man erhalt hier stark den Eindruck, als ob die Farbstoffzu- 
gabe eine Stérung der Sauerstoffaufnahme bewirkt habe, verschieden je 
nach dem Aciditatsgrade der Lésung, und dass sich die Stérung allmahlich 
wieder ausgleiche, indem die Atmung bei allen p,,-Stufen einen konstanten 
Wert annimmt, der etwa 20 % unter dem Anfangswert liegt. 

Auch die Versuche vom 12. und vom 20. Tag zeigen prinzipiell das 
Gleiche, nur ist hier die ,,St6rung’’ grésser und wird nicht so schnell ausge- 
glichen; der gemeinschaftliche Wert wird wohl erst viel spater, vielleicht 
im Versuch vom 20. Tag gar nicht mehr erreicht 1). 

Um zu erfahren, ob die beschriebenen Erscheinungen tiberhaupt mit der 
Zelltatigkeit in Zusammenhang stehen, wurden Versuche ausgefiihrt mit 
gleicher Zusammensetzung der Lésungen wie vorher, aber unter Weglas- 
sen der Hefezellen. Sofern die beschriebenen Verdnderungen in der 05- 
Aufnahme etwa nur durch die Anderung der Léslichkeit des Sauerstoffes 
nach Zusatz des Neutralrots bedingt gewesen waren, hatten nun bei diesen 
»blinden’” Versuchen nach der Farbstoffzugabe Druckanderungen auf- 
treten miissen; dies war jedoch nicht der Fall. 

Es galt nun noch nachzuweisen, ob das allm&hliche Absinken der 
Atmungswerte mit der Zeit nicht auf andere Ursachen als die Farbstoff- 
zugabe zuriickgefiihrt werden miisse, auf das Absterben von Hefezellen 
wahrend des Versuches, auf die Erschépfung des Atmungsmaterials oder 
auf eine Beeinflussung der Atmung durch die H*-Konzentration mit der 
Zeit (Zeitfaktorwirkung). 

Zum ersten Einwand: Die Auszahlung der nach der Methylenblau- 
methode (Kocu 1922) festgestellten toten Hefezellen ergab vor und nach 
den Versuchen die gleichen Werte (ca. 1—2 %). 

Zum zweiten Einwand: Versuche bewiesen, dass wenn selbst 80 % der 
Glukose verbraucht wiirden, die noch vorhandene Zuckerkonzentration 
gentigt, um die Atmung mehrere Stunden auf der maximalen Hohe zu 


1) Dj : 
) Die Versuche konnten aus methodischen Griinden nicht iiber langere Zeit ausgedehnt 
werden. 
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halten (Siehe auch Ergebnisse der Versuche zum folgenden Einwand). 

Zum dritten Einwand: Versuche ergaben, dass die Atmungswerte 
wahrend eines vier Stunden dauernden Versuches (ohne Neutralrot) inner- 
halb der Fehlergrenze konstant bleiben oder doch nur so wenig schwanken, 
dass die Ergebnisse bei Farbstoffzusatz damit nicht erklart werden kénnen ; 
die Atmungswerte bei p,, 8.1 waren am ungleichmassigsten. Ein solcher 
Versuch ist in der Figur dargestellt (7. Tag), fiir einen weitern vom 19. 
Tag seien die Atmungswerte nach 314 Stunden Versuchsdauer fiir die fiinf 
py -stufen angegeben: 107, 109, 93, 97 und 104. 

Nachdem die oben gemachten Einwande durch die eben mitgeteilten 
Kontrollversuche hinfallig geworden sind, darf man wohl annehmen, dass 
das Neutralrot selbst den primaren Anstoss zum Auftreten der betreffenden 
Erscheinungen gibt. Da hauptsachlich eine Darstellung der experimentellen 
Befunde beabsichtigt ist, soll auf die Ursachen, welche fiir die verschiedene 
Beeinflussung der Atmung durch das Neutralrot kurz nach dessen Zugabe 
in Betracht kommen kénnten, nicht eingegangen werden. Es mag nur an die 
bekannten Anschauungen (z.B. bei KOLTHOFF 1926) erinnert werden, 
wonach bei Farbstoffen von Indikatornatur, wie eben Neutralrot, das Ver- 
haltnis von ionogener zu normaler Form und damit auch die Konstitution 
und Farbe je nach dem Sduregrad andert und daher eine verschiedene 
Einwirkung des Farbstoffes auf die Atmung bei wechselnder H*-Konzen- 
tration wohl verstandlich erschiene. 

Auch ALBACH (1929 b) beschreibt Versuche, bei denen er kurz nach der 
Einwirkung von Methylenblau eine starke Steigerung der Atmung wahr- 
nahm. Bei Versuchen mit Neutralrot 1 : 10000 erhalt er ebenfalls eine 
Atmungssteigerung, die sich aber iiber einige Stunden hinzieht, worauf dann 
die Atmung wieder zu fallen beginnt und nach 8 Stunden etwa den Nor- 
malwert erreicht. Eine ,,zweiphasische”’ Wirkung (zuerst férdernd, dann 
hemmend), wie sie bei den zwei ersten vorliegenden Versuchen (p,, 5.0 und 
5.7) deutlich zu sehen ist, scheint er dagegen nicht wahrgenommen zu 
haben 1). Betrachten wir die Atmungswerte nach der ersten Stunde von der 
Farbstoffzugabe an (also nach dem Zustandekommen stationarer Verhalt- 
nisse), so besteht zwischen den Resultaten von GENEVOIS (1928) an Algen 
und von ALBACH (19296) an Elodea und den vorliegenden an Saccharo- 
myces (Backerhefe) insofern eine Verschiedenheit, als die beiden genannten 
Autoren eine Erhéhung der Atmung finden nach Anfarbung mit Neutral- 
rot; es scheinen sich demnach verschiedene Pflanzen gegeniiber dem Farb- 
stoffzusatz verschieden zu verhalten. 

Es soll nun noch auf die mikroskopischen Beobachtungen eingegangen 
werden, die parallel mit den Atmungsmessungen gemacht wurden 2); das 


1) ALBACH hat allerdings nach der Anfarbung die Farbstofflésung durch dest. Wasser 


ersetzt. 
2) In den Thermostaten versenkte Kolben mit Hefesuspension von gleicher Phosphat-, 


Glukose- und dann auch Neutralrotkonzentration wie in den Atmungsversuchen, erlaubten 


die fortlaufende mikroskopische Untersuchung. 
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Ergebnis war in allen Fallen prinzipiell gleich. Bei p,, 8.1, 6.9 und 6.1 tritt 
innerhalb kurzer Zeit nach der Farbstoffzugabe (oft nach einigen Minuten) 
eine deutliche Rosafarbung der Vakuolen auf, die rasch an Intensitat 
zunimmt, sodass schliesslich die Vakuole tief orangerot gefarbt ist und 
einzelne Flecken von kraftig dunkelrotbrauner Farbe zeigt. Beson- 
ders rasch farben sich kleine, hellglanzende, dem Rande der Vakuole 
anliegende Kérperchen oder Blaschen an (GUILLIERMOND 1930). Einige 
Male wurden bei p,, 8.1 auch gelbe Nadeln in der heller gewordenen Farb- 
stofflésung beobachtet ; anscheinend handelt es sich um auskristallisierten 
Farbstoff (ALBACH 1929 a). 

Bei p,, 5.0 und 5.7 dagegen wurde nie eine Anfarbung der Vakuolen 
festgestellt, selbst nicht nachdem die Zellen einige Tage in der Lésung 
verblieben waren. Der Vollstandigkeit halber sei erwahnt, dass allerdings 
bei allen p,,-Stufen Zellen gefunden wurden, deren Protoplasma ange- 
farbt war. Ihre Anfarbung erfolgte jedoch sehr rasch und ausserdem 
stimmte ihre Zahl mit der durch die Methylenblauprobe gefundenen Zahl 
der vor dem Versuch toten Zellen iiberein. 

Die iiber die Farbung gemachten Beobachtungen bestatigen also die 
schon verschiedentlich gemachte Erfahrung (Lit. bei ALBACH 1929 a), dass 
basische Farbstoffe in sauerm Milieu schlecht oder gar nicht anfarben. Diese 
Ergebnisse gewinnen aber im Zusammenhang mit den Resultaten der 
Atmungsversuche besonderes Interesse. Wie wir gesehen haben, zeigt die 
Atmung in sauerm Milieu nach der Farbstoffzugabe deutlich eine Verande- 
rung, obwohl ja ein Eindringen von Farbstoff in die Zellen nicht festge- 
stellt werden konnte1). Da nach dem oben Vorgebrachten eigentlich nur 
der Farbstoff als erste Ursache der Veranderung in Betracht kommen 
kann, in der Zelle aber kein Farbstoff zu sehen ist, so miissen wir doch 
in die Zelle eingedrungene, unsichtbare Spuren fiir die Wirkung ver- 
antwortlich machen, oder aber, wir verlegen den Ort der Beeinflussung an 
diejenige Stelle der Zelle, wo sie auch im ungefarbten Zustand vom Farb- 
stoff berithrt wird: an die Grenzflache Protoplasmamembran-Farbstoff- 
Idsung. Bei der Bedeutung, die dieser Zellort fiir die Atmung und andere 
Funktionen der Zelle hat, scheint eine Beeinflussung der Atmung von hier 
aus wohl méglich, umsomehr als an einen analogen Fall erinnert werden 
kann. WARBURG (1910) fand namlich bei Seeigeleiern, dass deren Atmung 
durch Zusatz von OH-ionen zur Suspensionsfliissigkeit gesteigert wurde, 
obwohl er nachweisen konnte, dass die OH-ionen nicht in die Zelle ein- 
dringen. Man wird daher fiir diese Steigerung wohl nur eine Veranderung 
des physikalisch-chemischen Zustandes der Plasmahaut durch die OH- 
ionen als Ursache annehmen kénnen. 

Nun berichtet allerdings auch ALBACH (1929 b), dass er mit Eosin keine 
Anfarbung des Protoplasmas habe erhalten kénnen, aber trotzdem eine 


3) Neutralrat ist als zweifarbiger Indikator sowohl im alkalischen (gelborange), als im 
sauern Milieu (rot) gefarbt und besitzt das Umschlagsgebiet zwischen Py 6.8 und 8.0. 
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Veranderung der Atmung gefunden habe und daher wohl doch geringe 
Mengen Farbstoff in die Zellen eingedrungen seien. Die oben dargestellten 
Versuche mit Neutralrot gehen nun insofern weiter, als mit dem gleichen 
Farbstoff, je nach dem Aciditaétsgrad, eine Anfarbung oder auch keine 
Farbung erzielt werden konnte und dass zum Schluss, unabhangig vom 
Farbeerfolg, eine quantitativ gleiche Atmungsbeeinflussung resultierte. 

Halten wir nun an der Anschauung fest, dass der Farbstoff nicht in die 
Zelle eindringt, sondern die Beeinflussung an der Grenzflache stattfindet, 
so geht aus der quantitativen Ubereinstimmung der Atmungshemmung bei 
gefarbten und ungefarbten Zellen hervor, dass ein Eindringen von Farb- 
stoff in die Zelle, und vor allem die Anfarbung fiir eine Beeinflussung der 
Atmung nicht nétig ist. Bleiben wir dagegen bei der Ansicht, dass doch 
eingedrungene, wenn auch unsichtbare Farbstoffspuren verantwortlich sind, 
so geht wiederum aus der quantitativen Ubereinstimmung der Atmungs- 
hemmung bei allen p,,-Stufen hervor, dass die fiir die Wirkung ndtige 
Farbstoffkonzentration in der Zelle nur sehr niedrig zu sein braucht und 
weiteres Eindringen und Speichern des Farbstoffes fiir die Wirkung 
unwesentlich ist, da ja dadurch keine Verstaérkung derselben mehr hervor- 
gebracht wird. 


Zusammenfassung: Atmungsversuche (manometrische 0.-Messung) an 
Backerhefe bei 20° C ergeben: 

1. dass die Atmung zwischen p,, 5.0 und 8.1 unabhangig ist von der 
H'-Konzentration, dass dagegen die Atmung mit zunehmendem Alter der 
Hefezellen kleiner wird. 

2. dass nach Zusatz von Neutralrot (1: 10000) die Atmung im sauern 
Milieu rasch um 20—30 % ansteigt, im alkalischen Milieu um 10—20 % 
absinkt: etwa eine Stunde nach dem Farbstoffzusatz ist die Atmung bei 
allen p,,-Stufen gleich gross und betragt nur ca. 80% der Atmung unge- 
farbter Zellen. 

3. dass mit zunehmendem Alter der Zellen die Veranderung der 
Atmung durch Farbstoffzusatz starker wird und die Werte erst nach 
langerer Zeit zur Ubereinstimmung kommen. 

4. dass im sauern Milieu nach der Farbstoffzugabe eine Anderung der 
Atmung auftritt, obwohl eine Anfarbung der Zellen nicht zu erkennen ist. 
Es wird hierfiir auf eine weitere Méglichkeit der Erklarung hingewiesen, 
namlich auf eine Beeinflussung der Protoplasmagrenzschicht durch den 
Farbstoff. 

5. dass fiir die Erreichung der Atmungshemmung eine Anfarbung der 
Zelle nicht notwendig ist; dies geht speziell aus der quantitativen Uber- 
einstimmung der Atmungshemmung bei allen p,,-Stufen hervor. 


Herrn Prof. Dr. F. A. F. C. WENT danke ich herzlich fiir die Erlaubnis 


in seinem Institut arbeiten zu diirfen, fiir die Beschaffung der Apparatur 


1068 


und besonders auch fiir das Interesse, welches er der Arbeit stets entgegen~- 


brachte. 
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Botany. — The heterotypic division in the Genus Oenothera. — By 
J. Apo-pHina LELIVELD. (Communicated by Prof. F. A. F. C. 
WENT.) 


(Communicated at the meeting of November 29, 1930.) 


Even a superficial study of the literature on Oenothera cytology reveals 
to the reader that up till now the numerous investigators have not been 
able to come to an agreement. 

If we confine ourselves to the mere cytological data in the reduction 
division and do not consider the genetical cytology, — to which in the 
last years much interest was paid, — it appears that there is no uniformity 
neither in observations nor in interpretations. 

On the one hand the genus Oenothera itself causes the difficulties, 
owing to the fact that within one and the same species there may be as 
many variations, as there are pure lines cultivated (c.f. Oe. grandiflora 
franciscana); moreover, from a technical point of view, many difficulties 
present themselves to the investigators. 

On the other hand, it were the investigators themselves who up till now 
were working with different methods which, naturally, involve rather 
deviating results. 

For the present study in the heterotypic division some six species were 
chosen. Partly they were new, partly they had been investigated before: 
as far as possible, the examination extends on both anthers and ovules. 
A lot of fixing fluids, either used before in Oenothera studies, or generally 
approved in cytological experiments, proved to be unsatisfactory in the 
present case. As the most adequate, at the end, presented themselves 
Bouin-Allen, already used in Oenothera investigation, and the modified 
Nawaschin. Both, especially the last one mentioned, yielded fairly 
colourable material, displaying a minimum of contraction. In several cases 
contraction was altogether absent. 

A prominent point in dispute, dating from the beginning of the Oenoth- 
era studies, is the question, whether the genus in consideration belongs 
to the category showing parasynapsis, or to that which is in possession 
of telosynapsis (c.f. for the earlier literature the review by GATES, 1928) 1). 
Especially in the literature of later times it appears that the fundamental 
difference between the two modi has been put to the back-ground. Instead 
of the synapsis stage itself, the very later postsynaptic stages have evidently 
been taken as a test [CLELAND ®), HakANSSON 8), SHEFFIELD *) J. 


1) GATES, R. R.: Bibliogr. Genetica 1928. 
2) CLELAND, R. E. : Am. Journ. Bot. 1922, Bot. Gaz. 1924, Genetics 1926, Bot. Gaz. 1926. 


) 
3) HAKANSSON, A.: Hereditas, 1926, 1928, Jahrb. wiss. Bot. 1930. 
4) SHEFFIELD, F. M. L.: Ann. Bot. 1927. 
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For a better understanding of the line of thought followed in the present 
investigation, it is necessary to settle the differences between the two 
modi mentioned above. 

By parasynapsis [WINIWARTER 1), GREGOIRE 2)] is meant a lateral con- 
jugation of thin, homologous threads (leptonema), in consequence of which 
a zygonema is formed, the threads in this stage being more or less wound 
round each other. During this conjugation, the entire spireme is contracted 
from the nuclear wall, The threads grow thicker and conglobate on the 
nucleolus to a greater or less extent (synapsis). As soon as they loosen 
up again, the open spireme stage follows, consisting of even, thick threads: 
this stage has been called pachynema. The duality of the threads is clearly 
conceivable in the now following strepsinema. The two continuously 
shortening and thickening threads show a tendency to a new independence: 
this fact involves the image of two rather thick components, wound round 
each other. Soon afterwards these components get their independence and 
grow with continuing condensation into the diakinetic pairs. 

Metasyndesis [MONTGOMERY *), FARMER & Moore*), DicBy’*), 
FRASER °)] also starts from a leptonema which often shows indications 
of doubleness. This duplicity, however, does not result from a pairing of 
homologous threads, but is perhaps the consequence of a longitudinal 
split which already took place during the foregoing telophase.. These 
threads undergo synapsis and during the following disentanglement, grow 
thicker. The split, at first clearly visible, gets totally invisible during the 
following zygonema and pachynema. The proceeding condensation makes 
the threads wind round themselves, giving rise to the strepsinema. Unlike 
the interpretation of the first modus, the homologous chromosomes in these 
latter stages are not in juxta-position, but arranged end-to-end. In this 
way, at least, the “looping” after strepsinema may be explained: each of the 
loops comes off from the knot and gives rise to a diakinetic pair. 

Consequently both modi possess the trilogy zygonema, pachynema, 
strepsinema. In the first case, however, a conjugation of homologous 
chromosomes underlies the said trilogy, in the second case we have to do 
with a split in the chromosomes, perhaps arisen in the telophase of the 
preceding division, but only settled in the homoiotypic division. 

Given the above-mentioned trilogy, there are two ways to decide whether 
we have to do with a conjugation or with a split. 

In the first place we can study the telophase of the last premeiotic 
division, in order to decide whether there takes place a division of the 
elements, or a vacuolization, leading to a longer or shorter metabolic 
period. However, this way to solve the question proved to be impossible 

1 


) DE WINTWARTER, H.: Arch. de Biol. 1900. 

2) GREGOIRE, V.: La Cellule 1904, 1905. 

3) MONTGOMERY, T. H.: Biol. Bull. 1903, 1904. 

) FARMER, J. B. and J. E. S. Moore: Quart. Journ. Microsc. Sci. 1905. 
5) DicBy, L.; Ann. Bot. 1919, 

6) FRASER, L.: Ann. Bot. 1914. 
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in the case of Oenothera, as the stages in question are very difficult to 
trace and the images, if present, turned out to be too small to serve as an 
evidence. This last trouble also appeared to be present in the telophases 
of the mitotic divisions, so that a solution in this way likewise was tried 
in vain. 

The second method can be tried if the plant under consideration is in 
possesion of chromocentra. In that case we can fix their number and if 
this agrees with the number of chromosomes, the first mentioned bodies may 
safely be considered as prochromosomes. If now, during the first stages 
of the reduction division, it is possible to follow the development of the 
chromosomes out of the prochromosomes, then the way of development 
gives us a clue to the question, whether we have to do with a split or with 
a conjugation. Oenothera, indeed, belongs to those plants which possess 
chromocentra, and quite so in a number agreeing with that of the 
chromosomes. 

The next point which had to be taken into consideration in our in- 
vestigation, was the respective coming about and disentanglement of the 
synapsis. Especially the earlier investigators had denied that there could 
be any question of duplicity of the threads before, during, or after the 
synapsis. If, by chance, parallel threads had been stated, they were the 
consequence of either accidental circumstances or of the preceding telo- 
phasic split, 

The above mentioned pretty vague data which, for the greater part, 
were based on rather poor evidence, justified a more exact study of the 
prophase stages. 

Already in 1910 Stomps *) advocated the idea that a very early pairing, 
fusing and disentanglement of the haploid elements should be the cause 
of the absence of pairing phenomena which are present in other instances 
in those stages. Not until 1927 this idea, although in a more general 
form, but also as a hypothesis, was championed by LewitTsky 2). Also 
KIHARA®) tried to introduce the idea of parasynapsis for Oenothera, 
although his conclusions are based on other arguments. 

In the same year 1927 SCHWEMMLE#) described in Eucharidium con- 
cinnum, also belonging to the family of the Onagraceae, a clearly perceptible 
pairing during synapsis; at the very time he tried to demonstrate 
that the pairing phenomena are less perceptable when the course of the 
critical stages is faster. He surmised that the fastness of the process was 
dependent on the prevailing temperature. According to his opinion, the 
so-called fast course would agree with the ordinary course of things in 
Oenothera. 

With this hypothesis of SCHWEMMLE in view, I made an attempt to 


1) Sromps, Th. J.: Diss. Amsterdam 1910. 
2) LEwiTsky, G. A.; Planta 1927. 

3) KIHARA, H.: Jahrb. wiss. Bot. 1927. 

4) SCHWEMMLE, J.: Jahrb. wiss. Bot. 1926. 
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influence the course of the reduction in such a way that a better insight 
in the arrangement of the stages would be got than up till now. As a test- 
object in this matter Oe. Lamarckiana was chosen, but it appeared later 
on not to be the most favourable species for this purpose. 

As it had been presumed, the cooling-down within the normal limits 
of the temperature deviations occurring during summer and autumn, 
resulted in retardation effects. In some stages the loculi displayed a series 
of stages which created the possibility to study transitions, seldom or never 
observed in ordinary material. This holds good principally for the diakinesis 
and the following transition to metaphase; the prophase stages, e.g. proved 
to be less affectable. In this last case, however, it was possible to get a 
result by a comparison with the similar stages in other species, obtained 
without the cooling process. In all stages the cooling-down had a remarkable 
influence on the fitness for staining, which was particularly favourable for 
the study of the premeiotic resting stages and the presynaptic stages. 

In fact, in the six species investigated it was possible to state the 
presence of a resting stage with fourteen chromatine accumulations which, 
accordingly, may be taken as prochromosomes. As far as possible, this fact 
was stated in both anthers and ovules of the six species studied. The 
denomination ‘‘prochromosomes”’ is the more justified, as the bodies in the 
presynaptic stage immediately following, display a more or less strong 
tendency to pair. Now and then, the stage just mentioned and the preceding 
resting stage were present in one and the same loculus. In this way, we 
may perceive in the earliest heterotypic stages all transitions from two 
bodies side by side to larger elements, altogether fused, which, con- 
sequently, must be considered as diploid. The bodies are lying in the midst 
of an achromatic mass and are in the meantime, together with the said 
mass, moving in the direction of the nucleolus. From the fact that during 
this period the chromosomes become more or less thread-like, it is evident 
that the motion takes a considerable time. Only in a single case, described 
for Oe. Lamarckiana, the chromosomes remain compact bodies till the 
proper synapsis. 

The entire development, thusfar described, displays a gradual transition 
to the typical synapsis stage. This phase does in no way deviate from the 
type so often described in all groups of organisms. It consists of a tight 
knot made up of very fine threads of undefinable length. The whole matter 
is situated against the nuclear wall together with the nucleolus. 

During the now following postsynaptic disentanglement, pachynema and 
strepsinema occur in such a way, that in this case it seems right to use the 
term “amphiténe’’, introduced by JANSSENS). We perceive a mass of 
threads making the impression of being partly double, partly simple; on 
the whole, at least, it is impossible to perceive any regularity in compo- 
sition. From the stages now following, it is clear that the pairing, properly © 
speaking, has ended and that the threads strive again after singularity. It 


1) JANSSENS, F. A.: La Cellule 1909, 1924. 
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depends wholly on the species in consideration whether there originates a 
complete “pseudopachynema”, a stage in which all threads are equally 
thick, but which is, in contradistinction to a real pachynema, formed of 
haploid threads. In some species, e.g. Oe. Lamarckiana, the second con- 
traction in the anthers follows so soon on the synapsis stage that no time 
remains for the development of a pseudopachynema: the threads contract 
again, whilst still bearing the typical amphiténe character. The same cir- 
cumstances may be stated for Oe. biennis and Oe. franciscana, whereas 
e.g. Oe. muricata shows a complete image of a pseudopachyténe. More- 
over, it seemed that the said stage usually came to a better development 
in the E.M.C.., than in the P.M.C., probably in consequence of a somewhat 
slower course. 

In fact, we have to do with single threads conglobating again in the 
second contraction, This stage takes considerably less time than the first 
contraction. In the now following disentanglement three facts are worth 
mentioning. 

In the first place we observe the presence of fourteen elements for the 
first time after synapsis. 

In the second place there originate linkages between these elements: the 
nature of the said linkages shows that several of them only arise during 
the second-contraction-disentanglement, by a fusing of the existing 
elements. Only a slight number of linkages must have originated earlier, 
_— but always in postsynaptic stages! — for a real loop cannot be explained 
as originating during a contraction and the following disentanglement of 
threads. On the whole, however, they seem dependent on mere chance, as 
in many instances both modi have been observed in one and the same 
nucleus. In favour of the first modus tell the numerous examples, where 
after second contraction two parallel elements were present, without a 
linkage, even in those instances where afterwards a chain of fourteen 
chromosomes appears. 

The third fact to be taken into consideration is the presence of a clearly 
perceptible split in several of the fourteen elements. This split can only be 
explained as being intended for the homoiotypic division. 

By the secondary fusing originate the rings or chains of chromosomes 
which, of late years, have been constantly reported as characteristic 
for Oenothera. A continued condensation, at the same time causing the 
longer linkages between the chromosomes, contributes to the distinctness 
of the typical diakinetic configuration. Although different authors have 
objected to the name “diakinesis’, as there is no question of chromosome 
pairs, — some species excluded, — we are of opinion that the use of this 
term may be allowed: originally it denoted a dynamic stage, with relation 
to the stages immediately before and after, without interfering with the 
position of the chromosomes in that special period. 

As to the constancy of the configuration for a given species, we are 
pretty sceptic on the strength of some rather elaborate statistics which will 
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soon be published elsewhere. The diversity of chromosome-constellation 
within one and the same species cannot have been caused by the influence 
of the fixing fluids, as the deviations do not only consist of broken chains, 
but, in several cases, quite different constellations were stated. 

The stages after diakinesis have been described by the authors in the 
following way, which is in agreement with the genetical importance they 
attach to their constancy. According to their opinion, the chromosomes in 
the chains are arranged in a definite order, in such a way that through 
the zig-zag arrangement in metaphase and the following alternative passing 
to the poles, the grouping of the resp. paternal and maternal chromosomes 
is guaranteed. So, in the species possessing a chain or ring of fourteen 
chromosomes, the two groups of seven chromosomes each behave as if 
they were one large chromosome, the more, as the exchange of genes in 
synapsis is denied. According to them, the equatorial plate stated by 
GEERTS (1909) 1), is not present; in Oenothera the said phase has been 
replaced by the zig-zag arrangement. 

The only one who, in later years, has taken stand against this idea, is 
VALCANOVER (1926) 7); he maintains to have observed an equatorial plate 
in Oe. biennis, It was, indeed, also possible for us to observe that stage 
and that not only in Oe. biennis, It remained a problem where to put this 
phase. Now here the cooled material rendered great help in the case of 
Oe. Lamarckiana. Unquestionably Oe. biennis proves to be the most 
favourable object under normal conditions. So, two examples could serve 
as a basis for comparison with similar stages in other species. 

In late diakinesis the nuclear wall gradually fades away, whilst the 
nucleolus disappears all at once, In the periphery of the former nuclear 
hole arises a somewhat denser material: the same fact had already been 
stated for Oenothera by VALCANOVER?). This “manchon périnucléaire’”’, 
probably originating through chondriosomal action, never invades the 
nuclear hole. Neither is there any question of a structure: the whole 
material is apolar, The chromosomes, still linked, begin to perform move~- 
‘ments which aim at the origin of an equatorial plate. As there is now an 
aspiration to bipolarity, the chromosomes obey to this tendency by the 
zig-zag arrangement. Thereby they assume the well-known heart-shape, 
often described. Their tips point to the nearest poles. However, there is no 
question about a connection between the chromosomes and the poles. 
Provisionally the former nuclear hole in which exclusively the chromosomes 
are present remains entirely free from threads. The denser zone in the 
periphery begins to show a bipolar structure, although very faint, 

Afterwards, the chromosomes arrive in the equatorial plate and there 
they undergo an alteration of shape, caused by the annulment of the 


bipolar influence: the chromosomes get spherical or even flattened in the 
equatorial direction. 


') GEERTS, J. M.: Rec. Trav. bot. néerl. 1909. 
*) VALCANOVER, R.: La Cellule 1926. 


1075 


Only now there originate threads of much coarser structure within the 
nuclear hole; these connect the chromosomes with the poles. Although the 
chromosomes in the equatorial plate are lying so near to each other that 
only a few peculiarities can be observed, it was often possible to state the 
presence of several pairs. 

In many cases the denser zone faded at the periphery, although it often 
remained till the telophase: however, it was always clearly distinct from 
the proper spindle threads. The definite spindle is entirely situated within 
the former nuclear hole and, in its turn, does not enter the area of the 
“manchon périnucléaire’. Through this fact the narrowness of the spindle 
is typical for the meta-~ and anaphase. The zig-zag stage which often has 
been taken for the phases last-mentioned, — also through the influence 
of the picro-formol fixing fluids which make the achromatic part of the 
nuclear substances precipitate very coarsely — will henceforth be entitled by 
us as “prometaphase”. The fixing fluids, above mentioned, cause rather 
coarse plasmatic structures and, as a result, there arise difficulties in 
differentiation, This fact could be stated in our own preparations as well 
as in CLELAND’s, some of which we examined in Louvain. 

As to the nature of the spindle threads, we wish to observe that most 
probably there are no real threads, but protoplasma currents, caused by 
the polar attraction. After all, this has been argued repeatedly in literature. 

When, properly speaking, the anaphase begins, the chromosomes are 
characterized by their shape: we perceive bodies resembling raindrops with 
their narrowest sides to the equatorial plate. 

From the description given above, it appears that there are a few 
features characteristic for the phases described, and, stated in two of 
the species, it was possible to find them back in the others. Evidently 
the stages after prometaphase have a very fast progress, judging from the 
comparative scarceness of the examples. 

In some of the species cases of unequal distribution of chromosomes to 
the poles were reported, even in those species where hitherto trisomic 
mutants were not known. 

So, in the genus Oenothera a pairing during the synapsis indisputably 
takes place. The physiological and, consequently, the genetical value of 
this fact is on purpose left out of consideration, as the present writer is 
of opinion that our present-day knowledge of cytology does not permit 
to draw far-reaching conclusions. Comparing our description of synapsis 
with the two classic modi mentioned in the beginning, we come to the 
conclusion that Oenothera is, by no means, telosyndetic. Neither is the 
described modes parasyndetic, in consequence of the precipitate course of 
the synapsis. At any rate, the way of development aforesaid, approaches 
very closely the last modus. 
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Medicine. — Uber Meskalin-Katatonie und die experimentelle Erzeu- 
gung von Dementia praecox-Erscheinungen. (I. Mitteilung.) Von 
H. ve Jona. (Aus dem Laboratorium fiir klinische Physiologie des 
Nervensystems der neurologischen Universitatsklinik zu Amsterdam.) 
(Communicated by Prof. B. BROUWER.) 


(Communicated at the meeting of November 29, 1930). 


Zusammen mit BARUK (Paris) ') habe ich den Nachweis erbracht, dass 
Bulbokapnin in bestimmten Gaben bei hdheren Tieren einen Symptomen-~ 
komplex erzeugen kann, welcher der menschlichen Katatonie vergleichbar 
ist. Es schien mir nun erwiinscht, zu verfolgen, ob auch andere Stoffe 
ein solches Zustandsbild hervorzurufen vermégen. Eine erste Reihe ver- 
gleichender Untersuchungen in dieser Richtung stellte ich zusammen mit 
G. W. Henry (New-York)’) in meinem Laboratorium an. Es wurden 
verschiedene Sedativa, darunter Somnifen, sowie Harmin und Cannabis 
indica untersucht. Nur Cannabis indica (Haschisch) zeigte im Tierexpe- 
riment eine Wirkung, die einigermassen der Bulbokapninwirkung ver- 
gleichbar ist. Der u.a. von JOEL und FRANKEL?) beschriebene katalepsie- 
artige Zustand, welchen Cannabis indica bei einigen hdéheren Tieren 
(u.a. Katze und Hund) erzeugte, wies eine fliichtigere und oberflachlichere 
Ahnlichkeit mit einem katatonen Zustand auf als die Bulbokapninerschei- 
nungen. Cannabis indica bewirkt bei Tieren nur eine Verminderung der 
motorischen Initiative und eine gewisse Neigung, in passiv gegebenen 
Stellungen zu verharren, welche Erscheinungen schon bei geringer Reizung 
des Tieres wieder verschwinden. Ausserdem konstatierten wir keinen 
Negativismus und Hyperkinesien, wohl dagegen dann und wann Saliva- 
tion. Wir fanden somit einen Zustand, der — obwohl sehr fliichtig — 
doch im Prinzip auch bei der Katatonie vorliegt, und zwar die Kombi- 
nation motorischer oder psychomotorischer und autonomer Erscheinungen. 
Am wesentlichsten scheint mir jedoch der Umstand, dass dasselbe Gift 
auch psychische Erscheinungen hervorrufen kann, welche beim Menschen 
gut bekannt sind: Traumzustaénde mit Halluzinationen, eine der “paradis 
artificiels’’. BAUDELAIRE’s. Zwar zeigen diese psychischen Erscheinungen 
keine Ahnlichkeit mit schizophrenen und sind die katatonen Symptome 
sehr oberflachlich und fliichtig; aber die Kombination: psychische, auto- 
nome und motorische oder psychomotorische Erscheinungen, welche 


1) Siehe DE JONG et BARUK: La catatonie expérimentale, Paris (Masson), 1930, 
2) G. W. HENRY and H. DE JONG: Acta psychiatrica et neurologica, 1930. 


3) JOEL und FRANKEL: Klin. Wochenschr., 1926 N0. 37 und PFLUGER’s Archiv., Bd 
209, H. 4. 
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ein Hauptprinzip der Dementia praecox darstellt, ist hier “embryonal’’ 
vorhanden, Diese zuvor noch nicht festgestellte Kombination von Tat- 
sachen fiihrte mich zu der Frage, ob es nicht médglich sei, einen Stoff 
zu finden, der dieses Prinzip in viel iiberzeugenderer Weise demonstrieren 
kénnte. Meine Wahl fiel nun auf das MESKALIN'), beziiglich dessen be- 
kannt war, dass es eine psychosedhnliche seelische Anderung beim 
Menschen hervorrufen kann [Gesichts- und Sensibilitats- (zuweilen auch 
Gehérs- und andere) Halluzinationen, Anderungen der Bewusstseinslage, 
Stérungen des Zeitsinnes, Anderung des Gefiihlslebens u.s.w.], welche 
psychische Erscheinungen kombiniert sind mit autonomen Symptomen, 
u.a. Salivation, Erbrechen und Mydriasis. Von motorischen Erscheinun- 
gen im Sinne der Katatonie war nichts bekannt, und die Frage, welche 
ich mir stellte, war nun die, ob das Tierexperiment ahnliche Erschei- 
nungen ergeben kénnte. Bei der Schizophrenie ist ja die Katatonie die 
ernsteste Form, in der diese Krankheit vorkommen kann, und wenn man 
eine toxische Genese fiir dieselbe annimmt (die gerade bewiesen werden 
muss), so kommen also die katatonen Erscheinungen bei der schwersten 
Intoxikation vor. Falls Meskalin also imstande ist, die Trias des Dementia 
praecox-Prinzips”) zu ergeben, so miissen die katatonen Erscheinungen 
bei hoher Dosierung entstehen. Diese kann man jedoch beim Menschen 
nicht anwenden. (FORSTER?) glaubte bei einem bei sich selbst angestellten 
Experiment schon nach 800 mg, dass er den Versuch, dessen er sich 
noch vollkommen bewusst war, nicht iiberleben werde!). So sind wir also 
fiir das Studium der Wirkung dieser hohen Gaben auf den systematischen 
Tierversuch angewiesen. Da ein solcher mit Meskalin bis jetzt noch 
nicht angestellt worden war, mussten wir alle Elemente desselben auch 
in bezug auf die Dosierung, selber aufbauen. Nachstehend folgt eine 
kurze Ulbersicht iiber das Ergebnis unserer mit 8 Mausen, einer Katze, 
einem Affen, einer Taube und 3 Fréschen angestellten Versuche. 

A. Mause: In diesen Versuchen bewirkten 3 bis 6 mg Mescalinum 
sulfuricum folgende Erscheinungen: einen Zustand von Verminderung 
bis Aufhebung der motorischen Initiative, ohne Lahmung; eine Flexions- 


1) Meskalin ist ein Alkaloid aus einer mexikanischen Pflanze: Anhalonium Lewinii; die 
Strukturformel lautet: CH,—CH,—NH2 


H3;CO OCH3 
OCH3 


Bei mexikanischen und nord-amerikanischen Indianern ist die Anhaloniumwurzel (Peyote) 
sehr beliebt wegen ihrer berauschenden Eigenschaften ; es stellen sich nach Genuss derselben 
vielfach Halluzinationen ein, u.a. auch religidser Art; so gibt es auch einen sog. Peyote- 
Kultus. Siehe fiir Einzelheiten: K. BERINGER: »Der Meskalinrausch’’, Berlin 1927. 

2) Im Nachstehenden werde ich die Kombination von psychoseahnlicher seelischer Aende- 
rung mit autonomen und motorischen oder psychomotorischen Erscheinungen als Trias 
des Dementia praecox-Prinzips bezeichnen. 

3) FORSTER ZUCKER und ZaDOR, Zeitschr. f. d. ges. N.-u. Ps. 1930, Bd. 127, H. 
1 u. 2, S. 1—161. 
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haltung; passiven und aktiven Negativismus; und eine gewisse Katalepsie, 
welche einen weniger aktiven Charakter hat als bei der Bulbokapnin- 
vergiftung. Hédhere Dosierungen ergeben zunachst ein Stadium, in welchem 
die Hypokinese in Hyperkinese iibergeht: die Tiere fangen plétzlich an, 
sehr schnell zu laufen, machen Spriinge bei Beriihrung, fallen schliesslich 
um und fihren eigentiimliche rhythmische Bewegungen mit den Beinen 
aus, welche Laufbewegungen ahneln. Noch hdhere Dosen rufen eine 
typische Epilepsie mit Konvulsionen, Zungenbiss und Inkontinenz hervor. 
Ausser der Katalepsie, welche hier einen weniger aktiven Charakter tragt, 
zeigt das Bild sehr grosse Ahnlichkeit mit demjenigen, welches Bulbo- 
kapnin bei der Maus ergibt. (Siehe Abb. 1.) Ich glaube berechtigt zu 
sein, auch bei der Meskalin-Intoxikation von einem katatonen Zustand 
zu sprechen. 

Als Beispiel des Verlaufes obiger Versuche seien hier 2 Protokolle 
derselben aufgenommen; das erstere betrifft einen Versuch mit mittlerer, 
das zweite einen solchen mit hdherer Dosis: 


1. Maus 3. Gewicht 17 g. Injektion von 3 mg. Meskalin. 


11.93: Injektion. 

11,30; Bewegungsarmut und Verminderung der motorischen Initiative. Wviderstand 
gegen passiv erteilte Bewegungen (passiver Negativismus). Wenn man das Tier 
oben auf einen Bunsenbrenner setzt, bleibt es nahezu bewegungslos sitzen. Das 
Tier ist absolut nicht gelahmt, halt sich gut auf 4 Pfoten. 

11.59; Zustand unverdndert. Wenn man versucht das Tier auf den Riicken zu legen, 
wendet es sich um. 

1239;  Bleibt immer noch unbeweglich sitzen. 

16.45: Bewegt sich wieder normal. 


2. Maus B. Gewicht 18 g. Injektion von 7!/, mg Meskalin. 


10,9:  Injektion unter die Bauchhaut (nicht wie bei den iibrigen Maiisen unter den 
Schwanz, da die Menge der injizierten Fliissigkeit zu gross dafiir ist). Wird auf 
den Rand einer Schale hingestellt; lauft auf diesem herum. 

11 Uhr: Neigung sich quer auf den Rand der Schale zu setzen, unbeweglich, in Flexions- 
haltung, den Kopf tief gesenkt; lauft dann einige Schritte, setzt sich dann 
wieder quer, mit gesenktem Kopfe. Es wiederholt sich nun dasselbe 6 mal. 
Beim siebenten Mal bleibt sie langer unbeweglich. Beim achten Mal fallt sie 
hinunter auf den Tisch und macht einige eigenartige Spriinge, wie mechanisch. 


11.0: Macht gréssere Spriinge, fallt auf eine Seite und macht ,,mechanische” Lauf- 
bewegungen. Es treten dann epileptische Konvulsionen auf. 
GO Ot: 


B. Katze: Nach allmahlichem Steigen bis iiber 75 mg konnte auch 
hier eine Meskalin-Katatonie erzeugt werden, welche sich durch folgende 
Erscheinungen kennzeichnete: Abnahme der motorischen Initiative mit 
einem gewissen Grade von Katalepsie; starken, besonders aktiven Nega- 
tivismus; das Annehmen abnormer, “steifer”’ Haltungen, die Neigung, 


H. DE JONG: UBER MESKALIN-KATATONIE UND DIE EXPERIMENTELLE 
ERZEUGUNG VON DEMENTIA PRAECOX-ERSCHEINUNGEN, I. 


eee 


Abb. I. Meskalin-Katatonie bei zwei Mausen. Die Tiere halten sich aktiv 
fest in der passiv erteilten Stellung, mit der rechten Hinterpfote frei in der 
Luft. Sie bleiben langer als eine Stunde unbeweglich in dieser Haltung. 
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H. DE JONG: UBer MESsKALIN-KATATONIE UND DIE EXPERIMENTELLE 
ERZEUGUNG VON DEMENTIA PRAECOX-ERSCHEINUNGEN, if 


Abb. II. Katze. Die Intoxikationserscheinungen klingen wieder 

ab. Das Tier wird auf den Stuhl gesetzt, will wegspringen, 

verstarrt dabei wahrend der Bewegung; die linke Vorderpfote 
bleibt dabei kataleptisch in der Luft stehen. 
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sich in Ecken oder unter Brettern zu verbergen; ferner durch starres 
Blicken in bestimmten Richtungen, wegstreichen eines imaginaren Ob- 
jektes u.s.w. Diese letzteren Erscheinungen erregten den Eindruck, als 
ob das Tier dngstlich war und halluzinierte. Objektiv zu beweisen ist 
dies natiirlich nicht. 


Es folge hier ein Beispiel eines Teiles des Protokolles: 


26 Sept. 1930. Katze von 23/4 kg. 


11.10:  Vierte Injektion von 25 mg Meskalin (intramuskular): Sehr starke Neigung, 
sich unter Brettern in einer Ecke zu verstecken ,,tierischer Autismus(?)’’. Wenn 
man das Tier zum Vorschein holt, widersetzt es sich dagegen, muss wie ein 
Holzblock geschleppt werden (passiver Negativismus), dann lauft es davon, in 
entgegengesetzte Richtung (aktiver Negativismus), um sich wieder unter den 
Brettern zu verstecken. Bei dreimaliger Wiederholung zeigt sich immer genau 
dasselbe. Ein viertes Mal aber lduft das Tier nach einer anderen Ecke des 
Zimmers und bleibt dort sitzen; Kopf und Schwanz werden bewegt. Man kann 
jetzt das Tier sogar kraftig beriihren, ohne dass es davon lauft. Es driickt 
sich nur starker in die Ecke und bleibt dort unbeweglich sitzen. 

11.20: Es werden nochmals 20 mg Meskalin intramuskular injiziert. 

Das Tier begibt sich wieder unmittelbar nach einer Ecke und verharrt dort in 
einer unbeweglichen, eigenartigen Stellung, den Kopf nach links unten gesenkt 
und mit starkem Angstausdruck der Augen; der Schwanz wird dabei unruhig 
hin und her bewegt. 

Wenn man Tier aus der Ecke hervorholt, kriecht es nicht mehr dorthin 
zuriick. (Beeintrachtigung der motorischen Initiative). 

Die Haltung wird jetzt spontan gedndert: Die Vorderextremitaten werden 
gestreckt, die Hinterextremitaten etwas auseinander gestellt. Das Tier verharrt 
dann in dieser Stellung, bis wieder eine andere anormale Haltung angenommen 
wird, in der es wieder verharrt, u.s.w. 

Die Extremitaten werden gelegentlich einige Momente in die Luft gehalten ; 
wenn man eine Pfote auf dem Boden verschiebt, bleibt dieselbe stehen 
(Katalepsie). (Siehe Abb. 2). 


C. Affe: Einige Tage lang blieb die Verabfolgung von Meskalin in 
kleineren Dosen erfolglos; aber nach fortgesetztem Steigen der Dosis 
trat schliesslich ein sehr eindrucksvoller katatoner Zustand auf, der sich 
von 270 mg an durch folgende Erscheinungen kennzeichnete: Vermin- 
derung bis Aufhebung der motorischen Initiative ohne Lahmung und 
ohne Katalepsie, aber mit heftig-negativistischen Reaktionen, z. B. bei 
passiver Verlagerung einer Extremitat; das Annehmen anormaler Stellun- 
gen: Unterschenkel hinten weit abduziert, oder Kreuzigungshaltung ; einige 
Hyperkinesien; Pendelnde Bewegungen mit Kopf und Beinen; ein kurz- 
dauernder Tremor capitis und eine Flexionshaltung. Auch hier wurde 
der — objektiv nicht zu beweisende — Eindruck des Halluzinierens 
erweckt durch das starre Blicken nach einer bestimmten Richtung oder 
das Wegstreichen eines imaginaren Objektes in der Luft mit einem Arm. 

Nachstehend gebe ich einen Teil des gekiirzten Versuchsprotokolles 
wieder: 


1080 


15 Sept. 1930. Affe (Macacus rhesus) von 2'/. kg. 


10.20:  Injektion von 150 mg Meskalin. 
Bewegt sich weiter normal wie vor der Injektion. 


10,30: Zweite Injektion von 50 mg: Bleibt normal beweglich. 

10.55:  Dritte Injektion von 50 mg: idem. 

11 Uhr: Vierte Injektion von 20 mg: idem. : 

11.10;  Auftreten von Bewegungsarmut, Verminderung der motorischen Initiative ohne 


Lahmung. Man kann das Tier jetzt ruhig anfassen: es bewegt sich dann nicht 
oder fast nicht (Siehe Abb. 3); ldsst sich nur ,en bloc’’ vorwarts schieben 
(passiver Negativismus). 

11.20: Wenn man eine Extremitét anfasst und in eine andere Stellung bringen will, 
so wird dieselbe mit grosser Kraft zuriickgezogen in die alte Stellung (aktiver. 
Negativismus). Dabei zeigt sich ein Wutausdruck der Mimik des Tieres; keine 
Katalepsie. 


D. Taube und Frésche: Bei diesen wurden die katatonen Erscheinun- 
gen stets geringer; bei der Taube wurde Erbrechen und Negativismus 
beobachtet; ausserdem steckte das Tier haufig den Kopf in die Federn. 
Bei den Fréschen stellte sich eine gewisse Bewegungsarmut ein, der 
eine Paralyse und ein langsames Absterben mit geringen konvulsivischen 
Zuckungen folgte. 


Schlussbetrachtungen. 

Im Vorstehenden wurde nachgewiesen, dass Meskalin bei gewissen 
hdéheren Tieren einen katatonen Zustand erzeugen kann, und zwar in 
Dosierungen, welche relativ diejenigen, die beim Menschen zulassig sind, 
weit iibertreffen. Die fiir den Menschen iibliche Dosis betragt 250—500 mg, 
wahrend bei einem Affen von 2'/,kg. erst eine Mindestdosis van 270 mg 
Katatonie hervorruft. Die geringere Intoxikation mit der vorgenannten 
kleineren Dosis Meskalin fiihrt beim Menschen einen psychoseadhnlichen 
Zustand mit Halluzinationen herbei, neben welchem autonome Erschei- 
nungen, wie Erbrechen und Salivation, sowie Mydriasis einhergehen. 
Durch die Kombination menschlicher und tierischer Erscheinungen ist 
nunmehr die Méglichkeit einer psycho-physiologischen Parallelintoxika- 
tion im Sinne der Trias des Dementia praecox-Prinzips, nachgewiesen, 
und zwar m.E, sehr deutlich. Ja, die psychischen Erscheinungen, welche 
Meskalin beim Menschen hervorrufen kann, sind allein schon derart, 
dass es eine Streitfrage ist, ob hier nicht eine vollkommene Ahnlichkeit 
mit akuten Phasen der Schizophrenie vorliegt, wie BERINGER dies meint. 
FORSTER und seine Assistenten bestreiten dies. Wie dem auch sein mdge, 
das Prinzip der Dementia praecox ist m.E. zweifelsohne vorhanden; 
zur Auslésung aller Details dieser Krankheit reicht jedoch Meskalin 
allein nicht aus. Die durch Meskalin erzeugte Katatonie ist eine Variante, 
und zwar eine solche, bei der Negativismus, sowie das Annehmen frem- 
der, “steifer’ Haltungen stark im Vordergrunde steht; das Bulbokapnin 
ergibt eine Variante, bei der die Katalepsie und die theatralen Haltungen 


H. DE JONG: UBER MESKALIN-KATATONIE UND DIE EXPERIMENTELLE 
ERZEUGUNG VON DEMENTIA PRAECOX-ERSCHEINUNGEN, I. 


Abb. Ill. Affe in sonderbarer Haltung wahrend der Meskalin-Katatonie 
(nach 270 mgr.). Bei a die gespreitzten Unterschenkel. Das Tier, das sonst 
sehr aktiv ist, wird mit einem Stock S gereizt. Dabei bewegt nur der Kopf K, 
der deswegen unscharf auf der Abb, steht. Der iibrige Korper wird nicht 
bewegt. Das Tier kommt wahrend einer Stunde nicht vom kleinen Tisch T, 
ungeachtet der verschiedenen Reizen, die man ihm gibt. 
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die Haupterscheinungen sind. Hervortreten akustischer Halluzinationen 
findet man auch nicht bei Meskalin; Halluzinationen im allgemeinen auch 
nicht bei Bulbokapnin, wohl aber bei Cannabis indica. Ein anderes Gift, 
das wieder auf ganz andere Weise auch eine psycho-physiologische 
Parallelintoxikation ergibt, der Alkohol, kann dagegen wohl starke akusti- 
sche Halluzinationen hervorrufen (akute Halluzinose!). 

Es ergibt sich also, dass jeder der obengenannten Stoffen Erscheinungen 
oder Erscheinungskombinationen hervorrufen kann, welche in ihrer Ge- 
sammtheit mit der Symptomatologie der Dementia praecox vergleichbar 
sind. Zwar glaube ich, dass wir ein einziges Gift, das alle Erscheinun- 
gen der Schizophrenie experimentell hervorrufen kann, noch nicht kennen, 
aber der auf rein wissenschaftlichen Griinden basierten Annahme einer 
toxischen Genese dieser wichtigen Krankheit steht jetzt m. E. nichts mehr 
im Wege. 


Neurology. — Ulber eine Verbindung des sensiblen Vagus und Glosso- 
pharyngeus mit dem Cerebellum. Von F. KRAUSE. Fellow of the 
Rockefeller Foundation. (Mitteilung aus dem Laboratorium der 
Neurologischen Klinik der Universitat Amsterdam. ) ( Communicated 
by Prof. B. BROUWER.) 


(Communicated at the meeting of November 29, 1930). 


Nachdem bereits MEYNERT auf Bahnen hingewiesen hatte, die von den 
somatisch-sensibeln Kernen der Medulla oblongata zum Cerebellum ziehen, 
wurden diese Systeme von EDINGER zuerst naher studiert und als direkte 
sensorische Kleinhirnbahn bezeichnet. Bei diesen Fasern handelt es sich 
nach EDINGER um phylogenetische sehr alte Systeme, die bei niederen 
Organismen (z.B. bei den Fischen) die wesentlichsten afferenten Fasern 
fiir das Kleinhirn darstellen. Bei den Saugern verlaufen in ihnen vor allem 
Bahnen aus dem Vestibularis, Trigeminus und vielleicht aus dem Vago- 
Glossopharyngeus-Kern. In zahlreichen Arbeiten sind diese Verbindungen 
zwischen Medulla oblongata und Cerebellum einer naheren Analyse unter- 
zogen worden. WALLENBERG, ARIENS KAPPERS, KAIDA, INGVAR, LUNA, 
u.a.m. Alle Autoren kommen zu dem Schluss, dass sicher aus dem V, 
VIII, IX und X Hirnnerven Fasern zur homolateralen Seite des Cerebel- 
lums ihren Ursprung nehmen und bestatigen damit die sensorische Klein- 
hirnbahn Epincers. Unstimmigkeit herrscht allein noch iiber die Frage, 
ob diese Systeme als radiculocerebellare oder nucleocerebellare Bahnen 
anzusehen sind. INGVAR konnte fiir den Vestibularis die Existenz direkter 
(radiculocerebellar) und indirekter (nucleocerebellar) Fasern feststellen : 
Bock fand solche Bahnen bei Végeln fiir den Cochlearis, LUNA, KaIDA. 
u.a.m. fiir den V, IX und X Hirnnerven. Besonders aus den Untersuchun- 
gen INGvaRs fiir den Vestibularis geht hervor, dass diese Verbindungen 
zwischen Medulla oblongata und Cerebellum zur Uvula, zum Nodulus 
und zum Flokkulus-also zu den palaeocerebellaren Anteilen des Kleinhirns- 
hinziehen. 

Bei experimentell-anatomischen Untersuchungen iiber sekundare Ver- 
bindungen der dorsalen Kerne der Medulla oblongata (Glossopharyngeus, 
Vagus) konnten einige interessante Beobachtungen iiber cerebellopetale 
Bahnen gemacht werden. Die Kenntnis dieser Fasern scheint uns in anato- 
mischer Hinsicht einige neue Gesichtspunkte zu eréffnen und fiir physiolo- 
gische Betrachtungen bedeutungsvoll zu sein. Im folgenden soll deshalb 
iiber nahere Einzelheiten berichtet werden. 

Bei sieben Kaninchen wiirde mit einer feinen Nadel eine kleine Lasion 
des. dorsalen Graus der Medulla oblongata gesetzt; nach 18 Tagen 


F. KRAUSE: UBER EINE VERBINDUNG DES SENSIBLEN VAGUS UND 
GLOSSOPHARYNGEUS MIT DEM CEREBELLUM. 


PHOTOGRAPHIE I 


Area ovalis des 
Corpus restiforme 


JAK Die degenerierten Fasern 


1 


Spinale Tractus solitarius 
Trigenimuswurzel mit Substantia gelatinosa 


PHOTOGRAPHIE Il 


In der JAK der Querschnitt Corpus 
der degenerierten Fasern restiforme 


<— Spinale 
Trigenim 
Wurzel 


<— Degeneri 
Vagusfas 
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In der Substantia gelatinosa Tractus 
die degenerierten Fasern solitarius 
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wurden die Tiere getdtet, Hirnstamm und Kleinhirn nach der Marchi- 
methode behandelt und in Serienschnitte von 30 yw zerlegt. Die primare 
Lasion, die Topographie und der Verlauf der Faser soll an zwei Beispielen 
geschildert werden. 

Bei dem ersten Kaninchen (Schnittserie B399) ist die Ausdehnung 
der primaren Lasion aus nebenstehender Skizze 
Figur 1), die mit dem EDINGER’schen Zeichen- 
apparat angefertigt wurde, deutlich zu ersehen. 
Sie erstreckt sich in frontocaudaler Richtung iiber 
etwa 3 mm. Von dem Einstich sind getroffen : 
Nucleus XII, Nucleus dorsalis vagi, Neucleus in- 
tercalatus, Nucleus sensibilis vagi, Nucleus IX , 
alle in sehr umfangreichem Masse. Ausserdem 
reicht die Verletzung in die dorsalen Gebiete der 
Substantia reticularis. 

In der Hédhe der Medulla oblongata, wo die 
Hinterstrangskerne bereits geschwunden sind 
(vergl. dazu die Abbildung XXXII aus dem 
Atlas von WINKLER—POTTER), treten an beiden 
Seiten auf dem hellen Untergrund der Substantia 
gelatinosa des Nervus IX intensiv degenerierte 
Fasern auf. In der Photographie I sind sie wieder- 


gegeben fiir die homolaterale und in Photographie 
Il fiir die kontralaterale Seite. Diese Bahnen um- 
greifen den Tractus solitarius und streben in nach 
dorsal leicht Konvexem Bogen der inneren Abtei- 
lung (Portio interna) des Kleinhirnstils zu. Hier 
biegen sie in frontale Richtung um und sammeln 
sich zu einem kraftigen Biindel. Der Querschnitt 
dieser degenerierten Fasern kommt in Photogra- 
phie II gut zum Ausdruck. In ihrem frontalen Ver- 
lauf riicken sie dann aus der Mitte der Portio 
interna an ihren lateralen Rand, liegen eine Strecke 
lang der Area ovalis des Corpus restiforme an und 
treten schliesslich in es ein. Mit diesem verlaufen 
sie weiter ins Cerebellum. 
Gerade bei diesem Tier war es méglich, die 
in frontocaudaler Richtung Gegenerierten Fasern im Cerebellum weiter zu ver~ 
uber etwa 3 mm. folgen. Dabei zeigte sich, dass sie vorwiegend im 
Lobus medius, Lobus anterior, zu einem kleineren Teil in der Uvula und 
Lingula enden. In der Figur II (Seite 1084) ist die Ausbreitung der 
Degeneration im Cerebellum dargestellt. Bei einem Vergleich mit den 
Abbildungen des Cerebellums in dem Atlas von WINKLER-POTTER lassen 
sich die verschiedenen Abschnitte des Kleinhirns in unsrem Fall leicht 


identificieren. 


igual 


Lasion: schwarz; reicht 
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Verfolgt man diese im Cerebellum endenden Systeme nun von der Sub- 
stantia gelatinosa Nervi IX medialwarts, so gelingt das auf der Seite der 
Lasion naturgemass nur bis zum lateralen Rand der Verletzung. Auf der 
kontralateralen Halfte dagegen biegen die degenerierten Biindel nach dem 
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Fig. II. 
Diese Zeichnungen wurden mit dem EDINGER'schen Zeichenapparat angefertigt. 
Schraffiert: Rinde des Cerebellums. 


Schwarz: Die Bezirke, in denen Marchikérnchen gefunden wurden. 
Weiss: Medulla oblongata und Mark des Cerebellums. 


Verlassen der Substantia gelatinosa unmittelbar transversal um und laufen 
dicht unter den Kernen des dorsalen Vagus und des Hypoglossus zur 
Raphe. Zwischen dieser und der Lasionstelle sind zahlreiche degenerierte 
Fasern erkennbar, die z. T. die Fortsetzung bilden, z. T. allerdings als 
secundare Trigeminusfasern anzusehen sind. Schematisch wiirde sich also 
der Verlauf der Bahnen folgendermassen darstellen lassen. (Figur III). 
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F. KRAUSE. UlBer EINE VERBINDUNG DES SENSIBLEN VAGUS UND 
GLOSSOPHARYNGEUS MIT DEM CEREBELLUM. 


PHOTOGRAPHIE III 


Primare Lasion 


<= Intgdermsmas 
N. IX die dege- 


nerierten Biindel 


In der S.g. des —» 
N. IX die dege- 


nerierten Biindel 


4 


Degenerierter Hypoglossus 


PHOTOGRAPHIE IV 


Die Substantia gel. des N. IX mit den durch sie ziehenden Fasern der vorigen 
Photographie bei starkerer Vergrésserung 
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Ort der Unterbrechung Schematischer Verlauf 
der Bahnen. 


Bei einem weiteren Tier (Schnittserie B 404), wo die soeben geschilder- 
ten degenerierten Fasern ebenfalls sehr ausgesprochen waren, hatte die 
Nadel folgende Gebiete der Medulla oblongata getroffen. 

Nucleus XII, Nucleus dorsalis und sensibilis Vagi, Anteile des Nucleus 
IX, Nucleus intercalatus und Gebiete der Substantia reticularis sind 
ladiert. In der Figur IV ist die Ausdehnung der Lasion, die sich tiber etwa 
3.2 mm. erstreckt, als schwarzes Feld in die Medulla eingezeichnet. Sie 
liegt Ahnlich wie im oben beschriebenen Fall. 

Die sekundaren Degenerationen mit dem Rest der primaren Lasion ist in 
Photographie III] wiedergegeben. Bei etwas starkerer Vergrésserung ist 
der Fasernverlauf auf der zur Verletzung kontralateralen Seite auf der 
nachsten Photographie (N. IV) deutlicher ersichtlich. Auch bei diesem 
Kaninchen durchsetzen die Bahnen dorsal vom Tractus solitarius die 
Substantia gelatinosa des Nervus IX, ziehen dann via Portio interna zum 
Corpus restiforme und mit diesem weiter ins Cerebellum. Die auf der 
kontralateralen Halfte gelegenen Fasern biegen medial von der Substantia 
gelatinosa ebenfalls sofort in transversale Richtung um und gelangen dicht 
unter den Kernen des Vagus und Hypoglossus durch die Raphe zur 
entgegengesetzten Seite, wo sie deutlich bis zum medialen Rand der 
Lasion zu verfolgen sind. 

Der weitere Verlauf ins Cerebellum entspricht dem von Fall B 399; 
er soll hier nicht nochmals dargestellt werden. 

Die gleiche Degeneration dieser beschriebenen Fasern war bei fiinf von 
den sieben operierten Tieren sehr ausgesprochen ; durch die primare 
Lision waren in diesen Fallen annahernd analoge Gebiete der Medulla 
oblongata zerstért. Bei einem Kaninchen enthielten die erwahnten Bahnen 
nur vereinzelte Marchikérnchen und bei einem weiteren Tier erwiesen sie 
sich als intakt. Die Topographie der primaren Lasion dieses Falles (Schnitt- 
serie B 403) ergab, dass folgende Abschnitte der Medulla oblongata ver- 
letzt waren: Nucleus intercalatus, Nucleus XII, der Nucleus dorsalis vagi 
in seinem caudalsten und medialen Abschnitten, ebenso die Substantia reti- 
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cularis und der Fasciculus longitudinalis posterior. Die oben geschilderten 
zum Cerebellum strebenden Fasern zeigten keine Marchidegeneration bei 
diesem Tier. 

Es soll nun versucht werden, an Hand der vorliegenden Literatur diese 
Bahnen zwischen Medulla oblongata und Cerebellum zu identificieren. 
In dem Atlas des Kaninchengehirns von WINKLER—POTTER liegt der 
Querschnitt des Hirnstamms, der in Figur 
XXXIII dargestellt ist, etwa auf gleicher Hohe 
mit den oben reproducierten Photographieen. 
Vergleicht man in dieser Abbildung XXXII, die 
hier photographisch (N°. V.) wiedergegeben ist, 
die zahlreichen durch die Substantia gelatinosa 
Nervi IX dorsal vom Tractus solitarius hindurch- 
tretenden Fasern mit den oben beschriebenen 
Degenerationsbiindeln, so kann kein Zweifel 
dariiber sein, dass in beiden Fallen die gleichen 
Systeme vorliegen. WINKLER bezeichnet diese 
Bahnen als Fibrae arcuatae internae und rechnet 
sie offenbar zu den Resten der bereits in caudale- 
ren Ebenen gekreuzten Hauptmasse der Fibrae 
arcuatae internae. WALLENBERG erwahnt in 
seinen Arbeiten iiber den Verlauf des secundaren 
Trigeminus Degenerationen der Fibrae arcuatae 
externae ventralis, die er bei Lasionen des latera- 
len Abschnittes der spinalen Trigeminuswurzel 
auftreten sah und bis in das kontralaterale Corpus 
restiforme verfolgen konnte. Der Verlauf dieser 
Bahnen ist jedoch derart, dass er durch die in 
Gz unseren Experimenten gesetzten viel weiter 
medial gelegenen Lasionen nicht betroffen wird. 
In einer Arbeit iiber den Boden des IV Ventrikels 
gibt FUSE eine Abbildung, in der wir wahrschein- 
lich das oben dargestellte Biindel im menschlichen 
Hirnstamm vor uns haben. Die Lage dieses 
Systems, die aus der nach Fuse’s Abbildung 
angefertigten Photographie VI zu entnehmen ist, 

Fig. IV. zeigt so weitgehende Ubereinstimmung mit den 

Die Lasion dehnt sich in Fasern beim Kaninchen, dass es sich hier mit 

fronto-caudaler Richtung tiber grosser Wahrscheinlichkeit um identische Fasern 

etwa 3 mm. aus. handelt. Fuse bezeichnet dieses Biindel als ,,Bo- 

genfasern dorsal vom Tractus solitarius, die aus den Nucleus triangularis 
bezw. der I A K in die Formatio reticularis ziehen.” 

Fin grundlegender Unterschied zwischen den von WINKLER als Fibrae 
arcuatae internae und von Fuse als Bogenfasern zwischen I A K und Sub- 
stantia reticularis benannten Systemen und den in unseren Praparaten 
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F. KRAUSE. UBER EINE VERBINDUNG DES SENSIBLEN VAGUS UND 
GLOSSOPHARYNGEUS MIT DEM CEREBELLUM. 


PHOTOGRAPHIE V 
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Abbildung XXXIII aus dem Atlas von Winkler— Potter. 
Der Pfeil (F.a.i.) zeigt die Lage der Fasern. 


PHOTOGRAPHIE VI 
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eee Nuc. XII. 


Wurzel des Nucl. XII. 


(er liegt in dieser Ebene im Zentrum 
der Subst. gelat.) 


Tract. solit. 
Subst. gelat. des Tract. solit. 


Abbildung aus Fuses Arbeit. 
Die eingeklammerte Bezeichnung weist auf die hier interessierenden Bahnen. 
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degenerierten Fasern besteht in der Verlaufsrichtung dieser Bahnen. Nach 
unseren Befunden ziehen diese Biindel in umgekehrter Richtung wie von 
WINKLER und FUSE angenommen wird; sie treten aus der Medulla oblon- 
gata zum Kleinhirn. 

Da sich also aus der Literatur diese Bahnen nicht geniigend charakte- 
risieren lassen, wollen wir versuchen, nach unseren Praparaten den Ur- 
sprung in der Medulla oblongata festzulegen. Wie aus dem oben abgebil- 
deten Schema (Figur III) hervorgeht, entspringen die Fasern in laterodor- 
salen Gebieten der Oblongata, die entweder von der Lasion selbst getroffen 
sind oder sogar noch lateral von dieser liegen kénnen. Da in der Intensitat 
der Degeneration der kontra~ und homolateralen Seite kein wesentlicher 
Unterschied besteht, kann man wohl annehmen, dass vorwiegend kreuzende 
Fasern in diesem Biindel enthalten sind, die durch den Einstich an um- 
schriebener Stelle unterbrochen werden. Wie aus WALLENBERG’s Unter- 
suchungen bekannt ist, kreuzen in dieser Hohe der Medulla oblongata die 
secundaren Trigeminusfasern. Bei allen sieben Kaninchen, auch bei den 
Tieren, wo die zum Cerebellum ziehenden Fasern fehlten, findet sich eine 
intensive aufsteigende Degeneration der secundaren Trigeminusbahn. Aus 
dem negativen Befund bei zwei Tieren kann riicklaufig geschlossen wer- 
den, dass der Ursprung der Fasern nicht im spinalen Trigeminuskern zu 
suchen ist. 

Bei unseren Kaninchen waren durch die gesetzten Lasionen ausserdem 
in verschiedenem Ausmass der Nucleus XII, Nucleus sensibilis et dorsalis 
vagi, Nucleus IX, Nucleus intercalatus, Fasciculus longitudinalis posterior 
und die Substantia reticularis getroffen. Die Annahme, dass die beschrie~ 
benen Bahnen aus dem N. XII, N. X dorsalis, N. intercalatus oder dem 
Fasc. long. post. stammen, kann nach ihrem Fehlen in den beiden Fallen. 
wo gerade diese Abschnitte der Oblongata zerstért waren, ausgeschlossen 
werden. Anders verhalt es sich mit dem sensiblen Anteil des IX und X 
Hirnnerven und der Substantia reticularis. Gerade diese Teile zeigten 
keine oder nur nebensichliche Alteration bei den beiden Tieren, wo das 
Biindel nicht zur Degeneration gekommen war. Besonders bei dem einen 
Kaninchen (B 403) sind der dorsale Vaguskern in seinen caudalsten und 
medialen Abschnitten und die Substantia reticularis massig verletzt, 
wihrend der IX und der sensible Anteil des X Hirnnerven sich als intakt 
erweisen. Der essentielle Unterschied gegen die Falle mit positivem Befund 
liegt also vor allem darin, dass bei diesen der sensible Vagus und Glosso- 
pharyngeuskern 1) und die Substantia reticularis in frontaleren Ebenen 
erheblich verletzt sind. Aus der Gegeniiberstellung der einzelnen Befunde 
lasst sich demnach das Ursprungsgebiet fiir die oben beschriebenen Bahnen 
auf das Areal des sensiblen Vagus-Glossopharygeuskerns und die Sub- 
stantia reticularis beschranken. Gegen die Annahme, dass die Substantia 


1) Auf die grosse Literatur iiber die Frage der Zusammengehorigkeit dieser beiden 
Kerngebiete kann hier nicht eingegangen werden. Vergleiche dazu BODECHTEL, BROUWER- 
BOUMAN, ARIENS KAPPERS, KOHNSTAMM. LEVY, u. a.m. 
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reticularis ihr Ursprungsort ist, spricht, dass schon bei kleinen Lasionen 
dieser Gegend alle Fasern der Degeneration anheimfallen ; die Abhangig- 
keit zwischen Grésse des Defektes und Anzahl degenerierter Bahnen fehlt 
also. Fiir den Ursprung aus dem Kerngebiet des sensiblen Vagus und 
Glossopharygeus kann der Umstand geltend gemacht werden, dass die 
Fasern bereits bei kleinen Lasionen, die zur Hauptsache diese Kerne selbst 
treffen oder medial von ihnen liegen, total zur Entartung kommen. Diese 
Systeme, die also wahrscheinlich aus dem lateralen Bezirk des caudalen 
Graus des IV Ventrikels (Areal des sensiblen Wagus-Glossopharyngeus ) 
entspringen, méchten wir als kreuzende cerebellare Verbindungen auffassen. 

Uber die physiologische Bedeutung dieser Bahnen kénnen nur Ver- 
mutungen gedussert werden. Aber schon daraus, dass sie vorwiegend zum 
Vermis cerebelli zichen, kann geschlossen werden, dass es sich um phylo- 
genetisch sehr alte Systeme handelt. Auf diesem Wege fliessen dem 
Cerebellum Impulse aus dem sensiblen Vagus glossopharyngeuskern zu, 
die sicher fiir experimentell-physiologische wie klinische Probleme eine 
erhebliche Rolle spielen. 


ZUSAMMENFASSUNG : 


Auf experimentellem Wege wurden Verbindungen zwischen den 
Kernen des sensiblen Vagus und Glossopharyngeus mit dem Cerebellum 
nachgewiesen. Diese Bahnen, die vorwiegend einen gekreuzten Verlauf 
haben, ziehen im Corpus restiforme zum Kleinhirn und enden dort im 
Lobus medius, anterior, in der Uvula und Lingula. 
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Biology. — The effects of Faradisation on the Glands in the skin of the 
Frog. By A. M. FREDERIKSE. (Communicated by Prof. J. BoEKE.) 


(Communicated at the meeting of November 29, 1930). 


In order to detect the difference between the poison glands and the 
mucous glands in the skin of the frog, I made several efforts to destroy 
these glands in order to provoke regeneration. 

For this purpose I made small wounds in the skin by scarification, by 
combustion and with the aid of scissors. The wounds made in this way 
healed by cicatrisation, producing connective tissue and a few layers of 
epithelium. In this cicatrix thus formed newformed glands were never found. 

Then I tried in the second place to destroy the skin and its glands by 
applying acids in different dilutions, alcaline solutions of different strengths 
and several other liquids to the skin. 

The results were in all cases the same; the damaged skin produced a 
cicatrix with the aid of proliferation of the connective tissue, covered by 
three or four layers of epithelium. 

At last I made an attempt by irritating the skin by means of a 
faradisation apparatus. 

The apparatus used was a commonfaradisator used in the practical 
physiological course of the students. The primary coil was fed by means 
of a fourvolt accumulator or a four-volts dry battery. The two ends of the 
secondary coil were placed on the wet skin of the frog without special 
electrodes. 

I always irritated the same places of the frog skin, viz: the most caudal 
part of the back, the ventral side of the right and the lowest part of the 
skin of the abdomen. 

The strength of the irritation was regulated in such a way, that there 
were not the slightest sparks to be seen between the ends of the secundary 
coil, when those ends were brought together. 

Irritation took place every day or every other day, so that each frog 
was irritated from 5 to 8 times in succession. Two weeks till a month after 
the last irritation the frogs were killed, and pieces of the skin were fixated 
in formol-sublimate. 

It was found that the glands of the skin, in the first place the poison 
glands were severely damaged by the electric irritation. 

As a rule the greater part of the poison glands degenerated. The mucous 
glands being apparently more resistant degenerated not in such a degree 
as did the poison glands, and showed no degeneration at all or only of a 
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few cells. Here and there, there was a completely degenerated mucous 
gland. The regeneration took place in an entirely unexpected way. 

In the poison glands destructed by the faradisation, the long slender 
cells, muscle cells of most authors (ECKHARDT 1849, HENSCHE 1856, LEYDIG 
1857, STIEDA 1867, ENGELMANN 1872, RANVIER 1887, MAvuRER 1895, 
WOERDEMAN 1920), “Umhiillungszellen” of SEEK (1891), increase rapidly 
in volume and grow till a volume of twice or three times the volume of the 
original gland cells is reached. In the mean time the little mass of granules 
which lay at the poles of the nucleus, sarcoplasma of those authors who 
interpreted these cells as muscle cells, increase in number and volume and 
give the same granulations as seen in the poison glands. At last there is 
formed a vacuole in the cells filled with these granulations. Then these 
holes fuse together and in this way the new gland is formed. 

The process which was described here is the regeneration process seen 
in the poison glands. 

In the mucous glands the regeneration cannot be followed so clearly as 
in the poison glands. In the first place there is the fact, allready mentioned 
above, that the mucous glands seem to withstand better the damage done 
by the faradisation than the poison glands. 

The effects on the mucous glands are therefore not so distinct, the 
result being less obvious. 

The “Umhiillungszellen” of the mucous glands react in the same mannec 
as those of the poison glands, by the increasing of their volume. But as the 
secretion granules are scattered throughout the whole cell, and they are 
much smaller in these cells, the process is not so clear as in the poison 
glands, allthough in fact it is the same. 

By these experiments is also shown, that the “muscle cells’ of the 
authors mentioned above, have the function to replace the damaged cells of 
the gland around which they lay and to which they belong; it is noteworthy 
to call attention to the fact, that the only author who defended this view 
was SEEK (Inaugural Dissertation, Dorpat, 1891). 

That his view was not accepted is due to the fact, that SEEK could not 
prove this by experiment or praeparations, but only found it probable from 
the results of his morphological research. 


The facts, mentioned above speak also for the absolute difference 
between the poison glands and the mucous glands, a problem much 
discussed in the 19th century (see for litterature: ECKER—CAUPP, 


Anatomie des Frosches). 


A question to be answered is: where there is always seen a producing 
of poison gland cells by the “Umhiillungszellen” of the poison glands, and 
of new mucous cells by the same “Umhiillungszellen” around the mucous 
glands, could it still be possible, that these “Umhiillungszellen” have also 
a contractile function ? In my opinion this may still be possible. They may 
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be cells, differentiated only in a minor degree, who have kept that function. 
An argument for this conclusion may be found in the fibrils (if not 
artefacts) seen by so many authors in their protoplasm (see for very 
beautiful illustrations WWOERDEMAN, 1920), and the movements which the 
glands show in living animals (increase of volume, etc.). See the descript- 
ions of ASHERSON 1840, DrasH, 1889, ENGELMANN, 1869. 


Besides the processes described above there is seen a very severe 
inflammation in the skin, all cells increasing their volume and loosening 
their connections with the surrounding cells. 

There appear besides here and there masses of phagocytes and after 
some time these cells are seen lying im heaps in the corium filled with 
granules, the destructed masses of the degenerated gland cells. 


EXPLANATION OF FIGURES. 


Fig. 1. Section through poison gland in the skin of the frog. Faradisation of this frog 
took place a month before fixation of the skin. 


u. = ,,Umhiillungszelle’’. 
gl. d. = Gland duct. 
g- == newly formed secretion granules in the ,,Umhiillungszelle’’. 


Fig. 2. as in figure 1. 
d. ge. = degenerated gland cells. 
Ss. g. = secretion granules. 
e. s. = early stage of secretion granules. 


Fig. 3. Tangential section through ,,Umhiillungszelle’’ of poison gland in the skin of the 
frog. Three weeks after faradisation. 
Ss. g. = secretion granules. 
e. s. = early stage of secretion granules. 


Fig. 4. as Fig. 3. 


Fig. 5. Augmenting in volume of ,,Umhiillungszelle’’ of mucous gland in the skin of the 
frog, three weeks after faradisation. 


Fig. 6. Mitosis in a ,,Umhiillungszelle” in mucous gland of the skin of the frog. 


Fig. 7. Phagocytosis of degenerated poison gland cells in the skin of the frog after 
faradisation. 
ph.g. = phagocytes. 
d. g. c. = degenerated gland cells. 


